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EXERCICES ÉLÉMENTAIRES 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

DEUX ET A TROIS DIMENSIONS. 
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EXERCICES ÉLÉMENTAIRES 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

DEUX r.T A TKOIS BIMENSIONS 

Exposé des méthodes de résolution, 



Enonces des problèmes donnés pqur us compositions D'admission 
AUX Ecoles poLïTECHnitiuE, nouivale, cehthale, au cokcqups qënëral, a l'agrëcatioij 



A. REMOND, 



SECONDE PARTIE. 

jlSOMKTIilK ,V TROIS DIM^i;^SIO^S. - PROBLÈMES CÉNÉIUUX. 

ÉiNONGÉS. 



PARIS, 

GAUTHIEU-VILLAUS HT FILS, IMPRIMEUtlS-LmilÂlRIiS 
Qani dc3 Grauds-Auguatlns, 55. 
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AVANT-PROPOS. 



Dans la Préface, de notre premier volume, datée de 1887, 
nous disions : « Cet ouvrage est destine aux élèves ; puissc- 
» t-il leur être Tilite ! Notre but sei-a atteint. » 

Nous pouvons aujourd'hui formuler le même souliuit en 
faveur de ce complément à notre travail, en espérant le voir 
accueilli avec la même faveur que son aîné. 

Le succès obtenu par la première Partie de ces Exercices 
a même suscité une imitation, pour ne pas dire plus, contre 
laquelle nous ne voulons pas protester ici, mais que nous 
nous réservons d'apprécier dans une Note spéciale, distribuée 
à nos collègues de l'Enseignement. 

A. K. 
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SECONDE PARTIE. 
I 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

A TROIS DIMENSIONS. 
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GEOMETRIE ANALYTIQUE 

A TROIS DIMENSIONS. 



CHAPITRE PREMIER. 

PLAN, LiaKK DROrrr., spuÈiit:. 



Nota. — Oans toutes les formules relatives aux angles ou ans di- 
ïtances, les axes de coordonnées sont supposés rectangulaires. 



(a) Si l'on appelle a, p, -f les angles que fait 
de l'origine avec trois axes de coordonnées, on 



Toutes quantités proportionnelles 
des coefficients de direction. 



(6) L'angle de deux directions définies par les angles (a, fl, ■{), 
(a', p', •(') qu'elles font avec les axes est donné par 



(c) Soient A, [x, V, V, [).', v' des coefficients de directioo de dei 
demi-droites. Ces demi-droites sotiI perpendiculaires si l'on a 



elles sonl parallèles si l'on a 
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(d) r,y,js ^tant les coordonnées d'un point quelconque d'une 
ilemi-'lroite isavie de l'origine, ses cosinus ilireereui's sont donnés 



;.«. 




+ ^^-y 


(a;î 


i 


+ 3=)^ 



Plus généralemcnl, les mêmes formules permettent de tlcduir 
cosinus directeurs de coefficients de direction quelconques.' 

(e) Toute équation du premier degré à trois variables 
Aa!-i-B/+G3 + D =0 
représente un plan ; A, B , G sont des coefficients de direction • 

Dans toutes les questions de direction, on remplace le plan p 
normale. 



(/)Lafonc-lion 






calcuiée pour (es coordonnées d'un point quelconque de l'espace, 
i, la distance de ce point au plan représenté 



par l'équation 



A3;+ Bj + Cs-hU = o. 



(g) L'équation générale des plans passant par l'int 
deux plans donnés P — o, Q = o est 

P + XQ-o, 

1 étant un paramètre variable. 

(A) Soient P=o, P' = o, les équations de deux plans 
lions associées sont celles de leur droite d'intersection. 

Les équations d'une droite prennent les deux formes 

■ -^ — t _ y~b „ Ji — c _ ,. 
COS.. - cosfi - cosy-'' 
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r mesure avec son signe la distance du point {x,y, s) au point 
a, b, c) \ est le rapport des distances du point {a:, y, x) aux points 
(.,?,-,), (X,Y,Z). 



{^) Des coefficients de din 



[ A'a^-!-B>— C'sH-D'r 



Â = BG' — CB', 
(0 Les droites 






sont situées dans un même plan si le déterminant dc5 coefficients de 
ces quatre équations est nul. 

{m) Un plan quelconque passant par la droite 

. . « P T 

a pour équation 

>, (^-a)-h,a[j-fi)^-v(„--c) = o, 

si i, (A, V sont liés par la relation aX -i- P|j. -i- -[v = o, qui exprime 
que la normale au plan est perpendiculaire à la droite donnée, 

(rt) La dislance de deux points {a7,y,z), ia,b,c) est donnée par 

d^ =,(^_„)! ^- (^„ 6)ï + (s — cf. 

(o) L'équation générale des sphères de l'espace est 

.T^s _i_ jï j_ 33 — . 'i.Xa: — a [i j' — ■2'v a -+- 6 = 0. 

Les demi- coefficients de a:, de y et de 3 changés de signe, donnent 
les coordonnées du centre de la sphère. 

{/)) L'équation générale des sphères passant à l'intersection de 
deux sphères données S — 0, S' = o est 

S + ). S' = o, 

'k étant un paramétre variable. 
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\. Un plan tourne autour d'une droiiejixe; d'un point 
fixe de l'espace on abaisse à chaque instant la perpendi- 
culaire sur ce plan ; on demande le lieu de cette droite. 

Prenons la droite fixe comme ase des s : soil A {a, b,c) 
le point fixe donne; l'équation d'un plan quelconque passant 
par l'axe des z est 

Les équations de ia perpendiculaire à ce pian, menée par 
le potntA, sont donc 

Les coefficients de direction de la normale an plan (i), 
mis en évidence dans son équation , sont en effet ï,, — i , o . 

On obtiendra la relation qui existe entre les coordonnées 
X, y, z du lien étudié, en éliminant le paramètre 'k entre les 
équations (2). 

L'une de ces équations, 

est indépendante du paramètre variable ; elle est donc l'équa- 
tion du lieu. 

Ce lieu est le plan mené par le point fixe A perpendiculai- 
rement à la droite Os autour de laquelle tournent les plans 
de l'énoncé : résultat évident géométriquement. 

2. Trouver les équations de la projection de la droite 

œ — a y — b _ 3 — c 

sur le plan 

(École Polytechnique. —Examen oral; admissibilité. i88fi.) 
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La projection de la droite donnée est définie par l'inter- 
section du plan donné 

A^ + B/ -H Cz + D =1 o 

avec le plan mené par la droite donnée perpendiculairement 
à ce plan. 

Or, l'équation d'un plan quelconque passant par la droite 
donnée est 

(1) X(^-a) + ^(y_fe) + v(s-c) = o, 

X, li, V étant liés par la relation 

qui exprime que la normale au plan ([) est perpendiculaire 
à la droite donnée. 

Ce plan (i) doit être perpendiculaire au plan 

A.ï-1-B/ + Cj + Di=o; 
on a donc 

(3) A>. + B;i-hCv— o. 

L'équation du plan projetant est finalement 

j ia^-a) {y-b) (s-c) 1 

I A B C I ' 

c'est-à-dire 

(/,) {X- a) (B-; - Cp) + (/ - b) (Ca - Ay) 

■h(;-c)tA^-Ba)=o, 
Les équations 

Aj; + Bj+C= + D = o, 

(^-«)(Br-Cp) + .,. =0 

sont celles de la projection demandée. 



y Google 



TaOlS DIMENSIONS. 

3. Trouver les coordonnées du point symétrique d'u. 
point donné par rapport à une droite donnée. 

{École Polytechnique. — Examen oral: admissibilité. 188O.) 

Soient 



les équations de la droite donnée, /, m, n élanl ses cosinus 
directeurs, et soit P («, p, -j-) le poinl donne. 

Soient \j ïj, Çles coordonnées du pied R de la perpendicu- 
laire abaissée du point L sur la droite donnée; les coordonnées 
{a', p', Y')<i'^P'ïintP'> symétrique de^Ppar rapporta la droite, 
se déduisent des formules 

l r-. °'^'' , -,, = ttl. , n =r: f + '^' ; 

d'où Von tivo 

Calculons maintenant ^, t], Ç; le point R est l'intersection 
de la droite donnée avec le plan mené par le point P per- 
pendiculairement à cette droite ; ce plan a pour équation 

'(^-0 + m(7-p)-H«(^-:V)-o. 

La distance du point [a, b, c), mis en évidence dans l'équa- 
tion de la droite, à ce pied est 

r^.f{a-^-^)^m{h-f) + n(c--!). 

On a donc 

-^ = b^-m[l(a^a)^m{h-r) + n{c^-()l 
X.^c + n [Z(«_a)-m(6-p) + «(c-Y)]. 
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4. Etant donné les équations d'une droite 

former les équations de deux plans rectangulaires pas- 
sant par cette droite. 

{École Centrale. — Examen oral ; juillet 1886.) 

L'équalioii d'un plan quelconque passant par la droite 
donnée est 

'k-, p,, V étant liés par la relation 

(2) ), + ,, + „,^o. 

Un antre plan passant par cette droite a pour équation 

(3) X'* + ix'j + v's = o, 
si l'on a 

(4) i'+i/+v'=o; 

les plans (1) et (3) doivent être rectangulaires, donc on 
doit avoir 

(5) u'-h:x^'-vV = o. 

Les équations (4) et (5) donnent 



Les équations de deux plans rectangulaires passant par la 
droite donnée sont donc 

Xaï-Hij./ 4- v= = 0, 



^j jj., V, étant liés parla relation (2). 
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l THOIS DIMENSIONS. 

5. On donne deux droites A, B;par la droite h on mène 
des plans sur lesquels on projette la droite B; ondemande 
le lieu géométrique de cette projection. 

{École Polytechnique. — Examen, oral; admissibilité. 1886,) 

Soient 

<■* ^^ = -^=-^' 

]es équations des droites données, 

L'équalion d'un plan quelconque passant par la première- 
droite est 

(3) )(»-o) + ;'-(7-i') + v(5-f)=o, 
si l'on a 

(4) ),,+ fP + vy = o. 

L'éqiirttioii d'un plan quelconque passant par la seconde 
droite est de même 

(5) X'(^-«')^,,'(y_6').t-v'(^-c')=o, 
si l'on a 

(6) Va' + i.'^' + v'/ = o. 

Le plan (5) sera un plan projetant de Sa droile {2) sur le 
plan (3) si l'on a !a relation 

(7) U'-f-fxi--'H-vv'=o. 

L'équation de la surface-lica s'obtient en éliminant les 
six paramètres î,, |*, v, V, \i!, •/' entre les cinq équations homo- 
gènes (3), (4), (5), (6), {,). 

De (3) et (4) on tire 

> ^ r- 

,(/~6)-P(<i-c) »(î-c)-T(«-») 

= (i(^-a)-.(j-i.)' 
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De même, de (5) el(6), 



7'(,r-t')-f'(«-'') "'^--c'j-T' (■» 



Portant dans l'équation (i^) il vient 

(8) 2 [,(r- 6) -P(«-Oi [y' (7" 6') -[''(--»')]=»■ 

équation d'une surface du second ordre. 
6. Chercher si les deux droites 

se coupent. 

On mène la perpendiculaire commune à ces deux 
droites; trouver les coordonnées de son pied sur la pre- 
mière droite. 

{École Polytechnique. — ■ Examen oral; atlmîssibilité. l88fi. ) 

(a) On pourrait former le dcLerminant des coefficients 
de ces éqttations et constater qii'il n'estpas nnl, ce qui prouve 
que les droites ne sont pas dans un même plan; mais en 
écrivant les équations 

l ^~y—i~o, i a; — 3 = 0, 
\ M + y—z = o, \ œ—y — i—o, 

on remarque que ces droites sont situées dans les plans pa- 
rallèles 

w—y — i — Q, ^—7 — 2^0, 

elles ne se coupent donc pas. 

(&) La perpendiculaire commune est l'intersection des 
plans menés respectivement par ces droites, perpendiculai- 
rement à un plan parallèle à ces deux droites. 
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lliTRIE A TBOIS BIMENSIONS. 



La remarque précédente nous montre que Vu 
plans a pour éqiiatîon 



Le pied de la perpendiculaire commimc sur la première 
droite est l'inlerscclion de celte droite et du plan mené par 
la seconde droite perpendiculairement an plan x — y = o. 

Or, l'éqnaiion d'nn plan quelconque mené par la seconde 
droite a pour équation 

il sera perpendiculaire au plan is — y -- o si l'on a 



Le pied de la perpendiculaire commune sur la première 
droite est donc déBni par 



7. On donne le plan 

(i) Isc -\- iny + n* i:^ o 

en coordonnées rectangulaires; écrire les '^équations de 
deux di'oites rectangulaires, contenues dans ce plan et 
passant par l'origine. 

{École Polytechnique. — Examen oral; admissibilité. 1886.) 

Première Solution. — Un plan quelconque passant par 
l'origine a pour équation 

Des coefficients de direction de la droite commune ii ce 
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plan et au plan (i) sont donnés par 



(3) 



-"!'- 



-/v^ l„. — ml 



Un second plan quelconque passant à l'origine est de 
même 

(4) X'^ + |x'7-^v'^■~o, 

et des coefficients de direction de la droite commune aux 
plans (i) et (4) sont donnés par 

(5) T^Tj--- 



Les droites (3) el (5) seront perpendicataires si l'on a 

(6) (mv - ny.) (mv' ~ h^') ^- {ni- h) {ni' - W) 

+ {ll.-,nX){li.'-mV) = o. 

Dès lors, les équations (3) el (5) répondent à l'énoncé s 
l'on établit entre leurs coefficients la relation (6). 



Deuxième Solution. — Les équations d'une droite quel- 
conque contenue dans le plan (i) sont 

X, [A, V étant liés par la relation 

(8) ix-i-mi,.-^n;=0. 

Une autre droite du plan a, de même, pour équations 

X', ]!.', V satisfaisant à la relation 

(lo) Z),' H- mj!.' -I- «v'^=o. 
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1.1 II" PARTIE. — GBOMETKIE A TROIS DIMENSIONS. 

Les droites (^) et (9) sont rectangulaires si l'on a 
(11) U'+|j.ti'-i-vv'z=o. 

Les ét^uations (10) et (11) permettent d'exprimer//, ;j.', v' 
en fonction de X, \i,, v, l, m, n. 



Les droites demandées sont donc finalement 

X, [)., V étant liés par la relation 
(8) a4-m[i + "v = o. 

(Koi>Ch.U, p. 38)., 

8. On donne deux droites 

■os—Xg _ y — y, _ s — s„ 

a„ 6„ c'o ' 

as — x, _ y^^^ _ -s — g| 

a, bi c, 

Par chacune d'elles on mène un plan; on demanda la 
lieu de l'intersection de ces plans quand on les astreint 
à se couper sous un angle donné a. 

(École Polytechnique. — Examen oral ; admission. 188G.) 

L'équation générale des plans passant par la première 
droite est 

Xf \!., V étant astreints à vérifier l'équaliort 

(2) «0^ + 6„|J. -h C||V = 0. 
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De même, l'équallon d'un plan passant par la seconde 
droite est 

(3) v{^~^,) + :''(r-r.)+-'(^-=0 = o, 

/.', il.', v' étant liés par ta relation 

(4) «,V + ^i.' + c,v' = o. 

L'angle des plans mobiles devant être constant, les coeffi- 
cients de direction de leurs normales, mis en évidence, doivent 
satisfaire à )a relation 

(5} (XX'H.f.u' + W)=-cos'c.(X^ + ,a^ + v') 

L'équation de la surface-lieu s'obtiendra en éliminant les 
six paramètres >.,|j,,v, X',]t', •/ entre les cinq équations (i), 
(3), (3), (4)) (5), ce qui est possible, toutes ces équations 
étant homog^ènes, 

Dc(i)et{a)ontire 



■■>(/- ro) - b, iz-z,) a,{z~z,)- c, (^ - X, ) 



De même, de (3) et (4) il vient 



■i (7 -7i) -b,{z-z,) «, (2 - ^.) - c; (^ 



b,(x — œ,) — a,{y~-yi) 
L'équation de la surface est dès lors 

J2[«.(/-j'.)-».(»-=i.j][c,(j-/.)-'>i(^~»,)]f 

-cos'a;stc.(j.-j..)-6.(i~..)]'j 
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9. Lieu des sommets des angles de grandeur constante 
dont les côtés passent par deux points fixes. 

{École Centrale. — Examen oral; juillet 1886.) 

Prenons comme axe des x la droite des points lises et 
plaçons l'origine au milieu de ce segment; soit ia sa lon- 
gueur, 

Les équations d'une droite quelconque peuvent s'écrire 

^ ' cosX cosfi cosv 

en mettant en évidence iin point \, r„ Ç de cette droite. 

Les équations d'une seconde droite passant par le même 
point sont 

On lire des équations (1) 
w^^l-h rcosX, /■=;■/; + /-cosii, .; =; Ç H- rcosv; 

il vient de même des équations (a) 

œ '^'i-^ pcosX', j^' -.= f| + p cosij.', z ■--. C + p cosv'. 
La première droite doit passer au point 

On a donc pour la valeur de r correspondant à ce point 

(3) l + rco^\-a-^o, 

a) ^ + ;'cos^-^o, 

(5) C+''cosv-..o. 

De môine pour la seconde droite qui doit passer par le 
point 
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la valeur de f correspondant à ce point satisfaÎLaux équation; 

(6) ^ + ,cosÀ' + « = o, 

(7) 7| + pC0Sî.'=O, 

(8) C-t-pcosv'--=o. 
On a de plus la relation 

(9) cosXcosX' + cos[A cos;j.' -+- cosv cosv' ^= cosi, 

« étant l'angle constant. 

Des équations (3), (4), (5) on tire 

puis 

cosX = — — ', 

-K 

COS •• =; 



,,__ -(E + o) 



p 



L'équation du lieu clierché est donc finalement 

[l^-l-V + ï^-«M-=-cos=..[(S-«)= + V + î^ 

x[(5 + a)' + V + ^^]-^o- 
Celte équation est celle d'un tore engendré par la rotatîoi 
R. — Ea:. de Géoin. anal.W. 2 
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autour de O^ d'un cercle placé de telle sorte que le segment 
sous-tendu par la corde des points fixes soit capable de l'angle 
donné a. 

Après avoir étudié les surfaces de révolution, il sera facile 
de reconnaître celte propriété sur l'équation que nous 
venons d'établir. 

10. Une droite se déplace en restant parallèle à un 
plan donné et en s'appuyant sur deux droites de t'espace; 
lieu des points qui divisent le segment mobile dans un 
rapport donné. 

Soient (Jig. i) AB la perpendiculaire commune aux deux 



droites données D, A; son milieu, Odf, Oô les parallèles aux 
droites D et A menées par le point O. 

Menons par AB un plan parallèle au plan donné H, élevons 
enO à AB une perpendiculaire ;0a;, Oy seront deux axes de 
coordonnées; nous prendrons comme axe des s le rayon 
conjugué harmonique de Oy par rapport aux droites Orf, Oô ; 
les axes seront donc obliques. 

Les équations des droites données sont 



D 



\x + d=o, ix~d=o 
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CHAP. I. — PLAN, LIGNE DROITE, SPUliRE. 19 

L'équation d'un plan parallèle au plan H est 

= — î. = o. 
Les coordonnées des points M,N de rencontre avec D et A 
sont donc 

[ 3:, ^ — d, i x.^-:^ d, 

M Ï7, — — »()., N 1^2 — '">', 

Si l'on appelle k le rapport donné, les coordonnées d'im 
point P dn lieu étudié sont 



c'est-à dire 

ft-h 1 ' - k-v- 1' 

Nous obtiendrons les équations du lieu du point P en éli- 
minant le paramètre X entre ces trois équations; ce lieu est 
donc une ligne plane dont le plan est parallèle au plan OrfS: 
ces équations bont 

k^ll- 
Cestdonc une droite s'appuyant sur AB. 

Démonstration géométrique. — Soient {fig. 2 ) H le plan 
auquel la droite reste parallèle ; D, A les deux droites 
données. 

Prenons !e point P tel que 

PM 

PN-^' 
je dis que le lieu des points P est une ligne droite. 
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Projetons sur le plan H le point N parallèlement à D 
en n. 

Le lieu de eette projection est une droite B_r , A/r = MN el 
lui est parallèle. 

Si l'on projette de même lepointP en^ et qu'on prenne le 



point O sur AB tel que ^rr, = -pi^ = ^j Qp est parallèle à Bii ; 
donc le plan OpP est parallèle au plan fixe BNy, le lieu du 
point F est done une courbe plane. 

P/> _ N 7i _ 

Vf 

droite, 

H. Lieu des points dont la différence des carrés des 
distances à deux points donnés est constante. 

(Ecole Centrale. — Examen oral; juillet 1886,) 

Soient Â(a,6,c), B(«',6',c') les deux points donnés, 
M [a;,y,z) un point du lieu cherché; le carré de sa distance 
au point A a pour expression 

m'^{œ-ay + {y~bY + {z-cr-; 
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De même, le carre de sa distance au point B est 

m'={x- a'Y + (y - 6' )= + (^ „ 0-)= ; 
On doit avoir d'après l'énoncé 

MA' — mï' = k'-, 

donc [x,y,z) satisfont à l'iïquation 

- [[x-a'f H- {y - b'f + {z- c'f] = A'-, 
c'est-à-dire 

«= + è= + c' — ( «'* + b"- -4- c'- ) — k^ _ 



Le lieu géométrique représenté par celte équation est un 
plan : des coefficients de direction de sa normale sont 

(a'-«), {b'~b), W-c); 

ce sontégalement des coefficients de direction de la droite AB; 
le plan (a) est donc perpendiculaire à la droite AB, 

12. Lieu du milieu d'un segment de longueur constante 
s'appuyant sur deux droites rectangulaires non situées 
dans un même plan. 

Prenons comme axe des x la perpendiculaire commune aux 
deux droites données, soitA, Esespieds(_/(^. 3);plaçonsl'ori- 
gine ati milieti O du segment AB; prenons comme plan des 
zx le plan DAB; le plan des xy contient la droite A qui, par 
hypothèse, est perpendiculaire à la droite BD. 

Soient OA = 0B~ a; MNunepositiondusegmentdonné; 
les coordonnées du point M sont (a, o, X) ; celles du point N 
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sont ( — «, [«,, o) ; et l'on a la relation 

(i) MN^= <P = lia? -V- '^^ H- V. 

Les coordonnées du milieii P du segment MN sont : 



p j,= £ 



L'équation du lieu du point P s'obtiendra en éliminant 

Kg. 3. 




\, [X entre l'équation (i) el lei 
On a ainsi 



équations du système (2 



Les points tels que P se trouvent donc dans le plan z Oy ; 
et dans ce plan, sur la circonférence dont l'équation est, par 
rapport aux axes Oy, Os, 
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CH.\P. I, — PLAN, LIGNE DROITE, SPHERE. 2i 

Ce lieu n'est donc réel que si l'on a 

li'est-à-dire, puisqu'il s'agit de longueurs géométriques, 

autrement dit, la long:ueur d àa segment MN doit être supé- 
rieure à la distance 2 a des deux droites doi 



1. Lieu des centres des sphères passant par un point. 
donné et tangentes à un plan donné. 

(École Centrale. — Octobre 1886.) 

Prenons le point donné comme origine des coordonnées; 
orientons les axes d'une manière quelconque et soit 

l'éqnalion du plan donné. 

L'équation d'une sphère quelconque passant à l'origine 
est 
(3) œ^^f H- z-' - 2-kx — a|j.j — 2v^ = o. 

Cette sphère sera tangente au plan (1) si la dislance de son 
centre (>,, [j., -j) à ce plan 

AX + BfA-i-Cv 4- D 

est égale au rayon 

de la sphère. 

On a donc enlre /,, y., v, coordonnées du centre, la relation 

(3) 
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C'est l'équation (l'une surface du second ordre que nous 
étudierons ultérieurement. 

2. Lieu des centres des sphères passant par un point 
donné et interceptant sur une droite donnée un segment 
de longueur donnée. 

Plaçons l'origine au point fixe par lequel doivent passer 
les sphères et orientons les axes d'une manière quelconque; 
soient 

les équations de la droite donnée, d la longueur du seginenl. 
L'équation générale des sphères passant à l'origine est 

( 3 ) a,-^ -h /= 4- a' — 'il. a: — 2\i.y — 2 v i = o , 

Nous exprimerons que le segment intercepté a la longueur 
donnée d en exprimant que la diiTérence des racines de 
l'équation aux rayons vecteurs des points communs à la 
droite ( i ) et à la sphère (a) a pour valeur d. 

Cette équation aux rayons vecteurs est 

(3) ,.îH^a[(a-X)cosa-h(i-t^)cos^ + (c-v)cosï]r 

4- «- -I- 6* + c' — 2X«^a|iô — 2vcr=o; 
on doit donc avoir 

[(«-î)cosa + (i-;.)cosS + (.'-v)coSïP 



Cette relation ' entre 'k, ;a, v est l'équation du lieu des 
centres des sphères satisfaisant à l'énoncé. 

Nous verrons plus tard que ce lieu est un cylindre parabo- 
lique. 
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3. Lieu des centres des sphères de rayon constant pas- 
sant par un point donné et tangentes à une droite donnée. 
{École Polytechnique. — Examen oral; admission. 1886.) 

Plaçons l'origine au point donné : l'équation d'une sphère 
passant par l'origine et de rayon Tl est 

(1) x-'^\-y'-^-z'- — '2'kcc — 2<^j — 2-/S = 0, 

avec la condition 

{3) x^^;..^+v'- = R=; 

cette équation montre que le centre des splières se trouve sur 
une sphère de rayon R ayant son centre au point fisc com- 
mun. 

les équations de la droite donnée à laquelle les sphères 
doivent être tangentes : cette condition sera réalisée si la droite 

(3) rencontre la sphère {1) en deux points confondus; or 
l'équation aux rayons vecteurs des points communs à la droite 
et à la sphère est 

(4) 7-îH-2[(a — >.)c,osï-i-(6 — ^)cosp + (c— v)cosT]r 

4-«'-!-è^ + c' — 2Xa — ajjLè — 3vc = o. 
Cette équation aura ses racines égales si l'on a 

(5) [(«_i)cosc: + (fe-^)cosp + (c-v)cos(..]^ 

Cette dernière équation est celle d'un cylindre parabolique ; 
le lieu des centres des sphères est donc une courbe gauche 
intersection de la sphère (2) et du cylindre (5). 
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5 DUlENSIO^iS. 



CHAPITRE II. 

GÉNÉRATION DES SURl^AGES. 
I. — Surfaces cïlindriques. 

HAPrBL DE BÉSUI.TATS. 

Définition. — Une surface cylindrique est engendrée par une 
droite qui, restant parallèle à une direction fise, se déplace suivant 
une loi déterminée. 

(a) Soient 

P = o, Q-o, 

les équations de deux plans donnés. 

F(P,Q|) = i> 
esl l'équation générale des cylindres dont, les génératrices sont paral- 
lèles à l'intersection des plans P — o, Q = o. 
(È) Soient 

ilœ^my-^n.^o, 
( lci: + my + nz-.o 
la droite donnant la direction des génératrices d'un cylindre; 

les équations d'une courbe directrice. L'équation de la surface cylin- 
drique définie au moyen de ces éléments s'obtient en éliniinanl 
ce, y, 3, entre les équations 

l'x -i- m> -H n'z ■-- !», 
<f(ar,y,s) = o, 
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et en remplaçant dans le résultant du système 

F<>, F) = o 

les variables ?, et [». par les fonctions 

Iw + nvy -i- Tia, Vx + ni'j -^ «'^, 

L'équation de la surface cylindrique est donc 

F (&4- mj-h res, ^'j: -1- ?My + n-'s) = o, 

(c) L'équation du cylindre circonscrit à la surface dont l'cqualion 
est 

parallèlement à la direction (a, P,y), s'obtient en exprimant que 
l'équation 

{d) Si les gcncratrîces de la surface cylindrique sont parailcles à 
i'un des axes de coordonnées, on obtient son équation en exprimant 
que t'équation de la surface, ordonnée par rapport à la variable corres- 
pondante, a une racine double. On obtient ainsi l'équation du cylindre 
projetant la surface donnée sur l'un des plans de coordonnées. 

(e) L'équation du cylindre projetant la courbe dont les équations 

(p(37,J,s) ^O 

sur l'un des plans do coordonnées s'obtient en éliminant la variable 
correspondante entre les équations de la courbe. 

1. Equation du cylindre circonscrit à la sur/ace dont 
l'équation est 



parallèlement à une direction donnée. 

{École Centrale. — Examen oral; juillet i 
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Les équations d'une parallèle quelconque à la direction 
donnée, dont j'appelle et, p, y les cosinus dii-ccteurs, sonl 

? " ï ■ 
Le point X, y, s appartiendra à la surface cylindrique 
demandée si l'équation 



a nue racine double. 

Cette équation, développée et ordonnée, s'écrit 

L'équation du cjlindre circonscrit est donc 

/^ ^ f _ ï:\ /£^ _^>:j _ £! „ ,"1 _ ("^^ êz_i|y ^ o. 

Le plan de la courbe de contact a pour équation 



2. Équation d'un cylindre dont les génératrices ont 
une direction donnée et s'appuient sur une directrice 
définie par les coordonnées de l'un quelconque de ses 
points. 

Soient a. Ci, y les cosinus directeurs de la direction des 
génératrices; 
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les équations do la directrice donnée. Les coordonnées d'un 
point queicon»jue d'une génératrice de la surface peuvent 
s'écrire 

(3) £ = « + «■, ,=:7 + (ir, £ = = + yr 

et un système de valeurs de ç, v^, Ç, doit vérifier les équa- 
tions (i); on a donc 
(3) a^ + ^r:^f(t), y^pr=^<f{t), z + yr = ^(l). 

Ce système doit être vérifié par les mêmes valeurs de /■ 
et de i; l'élimination de ces variables entre les équations pré- 
cédentes donnera donc l'équation du cylindre. 

Application. — Soient 

a^ :!= a( + 6, / -= «■'( + ^'ï - =^ 'f (0 
les équations d'une directrice /j/tme quelconque ; le sjsLème 
(3) s'écrit ici 

1 a:-\-v.r — al-t- b, 
(3) }y + pr = aU-^b', 

{ s + Y'-^flO- 

Des deux premières, écrites sous la forme 

«( — K/'4- A - ^-=10, 
aU-pr + b'~j = o, 



L'équation du cylindre est dès lors 

'!{b^œ)-a(b'-y)__(^.{y-h')+i^{b-x)\ 



^T - 



l^^f^îllZ^ 



La nature de la surface est en évidence dans celte équ: 
tion : on peut, en effet, l'écrire 

P=,(Q), 
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P et Q étant deux polynômes du premier degré. C'est la forme 
caractéristique des équations de cylindre. 

3 . On donne la courbe dont les équations sont 

(i) x — acoi<^, j = rtsintp, = = A-(f, 

et la droite 

on demande l'équation du cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à la droite donnée et s'appuient sur la 
courbe. 

{Ecole Polytechnique. — Examen oral ; admission. i886. ) 

Les équations de la directrice montrent Cjue cette courbe 
est une hélice tracée sur un cylindre de révolution autoïir de 
l'axe des z. 

Les coordonnées d'un point quelconque d'une droite 
parallèle à la direction donnée sont fournies par les équa- 
tions 

(2) ■i, = x-\-a.r, ■,^=zy^<^r, iC-^s+^y,', 

a, p, Y étant supposés les cosinus directeurs de la droite 
donnée dans l'énoncé, 

La droite (2) sera une génératrice du cylindre, c'est-à- 
dire que le point X,y-f z appartiendra à la surface cylindrique 
étudiée, si un système de valeurs de ^, r„ 'C vérifie les équa- 
tions de la directrice. 

On doit donc avoir simultanément 
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On 


éliminera 


ç et /■ 


entre ces équRtioiis. Il 


Mcn 


t 


On a 


donc 










(4) 




uns' + ^^ _•'' + '"' 






et 




{x + 


ar)= + (/ + p/-f ^a-; 






cette 


équation c 


irdonn 


ée s'écrit 






(5) 


{a= + ^^) 


r' + . 


{^x^^y)r + .7^-^y^- 


-»■ 


= 0. 


Oi 


1 conclut 


-(i»-i 








(fii 


-Py)±v''''('ï' + f ) — ( 


ay- 


-Jî^< 



et l'équation de la surface est finalement obtenue en rem- 
plaçant r par cette valeur dans l'équation (4). 

ii. — surfaciîs coniques. 
Rappel de résultats. 

Définition. — Une surface conique est engendrée par une droite 
qui passe par un point fixe et se déplace suivant une loi déterminée. 

Le mode de déplacement de la droite mobile peut être défini : 

i" par une relation analytique donnée entre ses coefficients de 
direction ; 

S" au moyeu d'une courbe plane ou gauche sur laquelle elle doit 
s'appuyer constamment ; 

3* au moyen d'une surface à laquelle elle doit être c 



(il) Soient P = o, Q = o, R = o, les équations de trois plans for- 
mant 1)11 trièdre ; l'équation générale des cûnes ayant ce point comme 

F(P, Q, K)^ o 
une fonction homogSnc. 
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(6) Soit un Cône défini par son sommet S(k, % y) et une diret 
trice dont les équations aonl 

on obtient l'équalioii de la surface conique en exprimant qu'ui 
droite issue du sommet S et dont les coordonnées sont fournies pi 
les équations 

_a-i-XX P + )'ï _-f + X7. 

s'appuie sur la directrice D, c'est-à-dire que les deux, équations 



K^-O- 



(c) Si la génératrice issu 
surface ayant pour équatio 



i>ii obtient l'équation de la surface conique en exprimant que l'cqua- 



/(^■•■•)^" 



» «ne racine double en >>. 
(d) Un cône du second ordre dont l'équation est 

y son sommet à l'origiue, et est Iriorthogoaal ai l'on a 
A.,-A'-h A'' = o. 
La fonction 

M = A-;- A' -h A", 

est un invariant; cette condition est donc générale. 
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1. Equation du cône ayant un sommet donm: (a, (3, 7) 
t^t pour directrice la parabole 



{Ecole Centrale. — Examen oral ; juillet 1B86. ) 

Les coordonnées d'un point d'une droite quelconque issue 
du point S {a, 3, v) sont 



le point (X,Y, Z) appartient à la surface conique si les 
coordonnées ar,j,5 vérifient les équations de la directrice, 
c'est-à-dire si l'on a 

(_',) (p.i-n-)^^2/.(^ + ix)(. + i)^o. 

La même valeur de >. doit vérifier ces équations. On a 
donc 

(5) (pZ-TY)^-a/>(aZ--fX)(Z-r)-..- 

C'est l'équation de la surface ; on remarque en évidence dans 
l'équation les plans tangents 

2. On donne un plan parallèle au plan des xy; dans ce 
plan, une circonférence ayant son centre sur l'axe des z; 
on demande l'équation du cane quia cette circonférence 
pour directrice et l'origine comme sommet. 

(École Centrale. — Examen oral; juillet 1886,) 

R. — Ex. de Géoin. anal., H, .1 
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Soient 










(1) 




-'-7'- 


-"'" 


-»■ 



les équations du cercle donné. 

Une génératrice quelconque du cône a pour équations 

(2) x^fX. y = .,Y, » = ,,Z, 

en appelant if. la valeur du rapport —-^ q"i paraît dans les 

équations générales. 

Un point de la génératrice (2) doit se trouver sur la direc- 
trice ; on doit donc avoir 

...(X.-. Y-, -„. = », 
( |j.Z — h. 

L'élimination de 1^ entre ces deux équations donne l'équa- 
tion de la surface 

(4) h-'{x"-+y^)-a'z^^o. 

Remarque. — Les équations (2) montrent que, les coor- 
données d'un point de la directrice étant X, Y, T., celles d'un 
point quelconque de la surface situé sur la même généra- 
trice sont données par a; = [j, X, ... ; la surlace conique est 
donc le lieu des courbes liomothétiques à la directrice donnée, 
le centre d'homothétie étant placé au sommet du cône. 
Cette remarque est générale pour les surfaces coniques. 

3. On donne dans le plan des xy un cercle de rayon a 
tangent aux deux axes de coordonnées; écrire l'équation 
du cône ayant cette courbe comme directrice et un point 
de l'axe Om comme sommet. 

{École Polytechnique. — Exameii oral; admisaibililé. 188O.) 
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Les équations de la directrice donnée sont 

soit Y la cote du sommet du cône ; les équations d'une droite 
quelconque passant par ce point sont 

_ XX _ XY . -1±A5 

^""i+X' ■''"n-X' ""i+x" 

Le point (X, Y, Z) doit être tel qu'un point de cette g'éné- 
ratrice appartienne à la directrice donnée, c'est-à-dire que 
les équations 

ï-4-XZ = o, 
[XX-«(E+X)r + [XY-«(i+X)]=-«'{i+Xf =0 

doivent avoir une racine commune en X; l'équation de la 
surface conique est dès lors 

Les plans mis en évidence dans cette équation sont 

R = s — -f = 0. 

4. Déterminer les projections de la courbe de contact 
d'un cône de sommet donné circonscrit à une sphère de 
rayon donné, sur les plans de coordonnées. 

{École Centrale. — Examen oral; juillet 1886.) 

Soient 

l'équation de la sphère donnée, S (a,^,Y>) le sommet du 
L'équation de la siirface conique s'obtiendra en exprimant 
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i[ue l'équation en \, obtenue en cherchant l'intersection de k 
droite dont les équations sont 

_ a+XX _ (i -1- XY _ __ Y-hXZ 

avec la sphère, a une racine double. On obtient ainsi 
(3) [(a - ay- + i^-by 4- (ï - cy- - R^] 

Cette équation met en évidence le plan de \a courbe de 
contact 

+ (t-0(-~-<i)-R"=o- 

La courbe dont on demande la projection est donc définie 
par les équations 

(5) (._„)(,,.._„)-H((i_i,)(j-_4) 

I ^(y-c)(=~c)--R' = o. 

L'équation de la projection de cette courbe sur le plan 
des xy s'obtiendra en Jexprimant que ces équations sont 
satisfaites pour une même valeur de s, c'est-à-dire en élimi- 
nant entre elles la variable s ; la dernière équation donne 



en portant cette valeur dans le premier membre dci'équatiou 
de la sphère, il vient 

(7) (x-ay + (y^by-I\' 

.,_ r (a-^)(^-ft) + (^-6)( /- fr)-R^ -|' ^^ 



yGoosle 



équation d'une conique Lilangenle au cercle 
h sa rencontre avec k droite dont l'équation est 

S, On donne trois axes rectangulaires et deux droites 
fixes D, D'ie coupant en M; on demande le lieu décrit par 
une droite passant e/iM et se déplaçant de telle sorte que 
le produit des cosinus des angles qu'elle fait avec les 
droites D et D' ait une valeur constante donnée. 

(École Centrale. — Examen oral; octobre 188G.) 

Soient 

^ ' COSe' ~ 00s()' ~" cosy' 

les équations des droites D et D', a,b,c étani, les coor- 
données du point M. 

Les équations d'une droite quelconque passant par ce point 
sont 

L'angle des droites (i) et (3) est donné par la formule 
de même, l'angle des droites (2) et (3) est donné par 



y Google 



38 II' PARTIE. — GÉOMÉTRIE A TROIS DIMENSIONS. 

D'après l'énonci5, on doit avoir 

cosVcosV'=:^Â-, 
k étant lu constante donnée; on conclut 

(4) (Xcosa-h ^cosp + vcosY)(icosa'-t-|iCOs^'-l-vcosY') 

— ^(X' 4- [i^-l-ip') =0. 

L'équation de la surface-lieu s'obtiendra en remplaçant 
X, [j.,v dans cette dernière équation par leurs valeurs propor- 
tionnelles (^x — a), (y — b), (z — c). 

On obtient ainsi 

(5) [(« - a) cosa -^{y-h) cos,3 + (s — c) cos^] 
X [{a; - a) cosa'-t- (j ~ 6) cos^'+ (s - c) cos-/'] 

équation d'un cône du second ordre ayant son sommet au 
point M. 

6. Exprimer que deux droites données ensemble sont 
rectang ula ires . 

{École, Polytechnique. ^Examen oral; admission. i886.) 

On peut définir un système de deux droites concourantes 
par l'intersection d'un cône du second ordre el d'un plan 
passant au sommet. 

Plaçons l'origine en ce point : les droites sont alors définies 
par les équations 

*'' \ lx + my-^nz = o. 

Ces droites seront rectangulaires si le cône qui les contient 
et qui passe par la normale à leur plan est triorthogonal ; or 
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l'équation d'un cône contenant les deux droites données est 

en posant 

(3) C(^,jK,=)=rA^^+Ay+,..+2B"^j-. 
Ce cône conlienl la normale au plan donné 

^ _ .X _ " 
1 "m "~ ~n 
si l'on a 

(4) Q.{l,m,n)^{l'- + m? + n^){^j.l-\-pm-\--in)=zo; 
il est triorthogonal si l'on a 

(5) A. + A'+ A"4-a/H-pm + Y"~o. 
La condition (4) devient donc 

(6) C(/,m,«)-(A + A'4-A")(^^^m^+«=):r^o; 

c'est la condition nécessaire et suffisante ponr que les droites 
[_ I ) soient rectangulaires. 

REMA.RQUES. — (a) Dans la pratique on peut simplifier cette 
condition : on peut, par un clioix, convenable des axes, écrire 
l'équation du cône de telle sorte que 

B = B' = B" = ; 

la condition (6) devient alors 

(7) A^' + A'm'' + h!'n} — ( A + A' -i- A")(;' + m- + a"-) = o, 
c'est-à-dire 

(8) (A' + A")i' + (A"-^A),M' + (A + A')«"-=o. 

(fc) Les quantités /, m, n sont proportionnelles aux coor- 
données x,y, z d'un point quelconque de la normale au 
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plan Ix -\- my -{- nz=^ o; le cône-lieu des normales aux plans 
lx-\-my -\-nz^o coupant le cône donné G {x,y,z)^c: 
suivant deux droites rectangulaires a donc pour équation 
(9) (A'+A")^^+(A + A")7^-i-{A-i-A')^=^o. 
Si. le premier c6ne donné est triortliogonal, on a 
A-t-A'-i-A'^o; 
le cône (g) est donc identique au cône donné. 
(c) Si le plan des deux droites est fixe 
lœ -H my -(- «a =^ o 
et qu'on demande de définir un ensemble de deux droites 
rectangulaires situées dans ce plan, on opérera ainsi : soit 

l'équation d'un cône ayant son sommet à l'origine; la condi- 
tion (8), qui s'écrit ici 

(lo) (j,+ v)i'H-(X+v)m^ + (). + !A)H-=.o, 

est la relation qui doit exister entre les paramètres À, rj,,-) poiu- 
([ue le système des droites 

Ix -+- my -+- ns =; o, ), x^ -h ^i.v^ H- vs^ = o 
soit rectangulaire. 

{Voir GKap. I, p. i4). 

7. On donne la surface dont l'équation est 

à quelle condition doit satisfaire un plan passant par 
Vorigine pour couper cette surface suivant deux droitex 
rectangulaires? 

{École Polytechnique. — Examen oral; admissibilité. i886. ) 

Cette question est une application immédiate de la pré- 
cédente. 
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Soit 

(2) lx + i,.y-hiz = o 
un plan quelconque passant par l'orjginc. 

L'équation générale des c6nes contenant les droites com- 
munes aux surfaces (1) et {2) est 

(3) œy — z'- -(- {Xx -(- 1J.7 -H v=)(a^ + ^/ + ys) — o. 

Ce cône doit ; 1" conlenir la normale au plan (2), ce qui 
donne k condition 

(4) î.|^~-v'^(^ + .^^ + v')(-^î>-^p:,.-ï.):^o; 

1" Être triorthogonal, ce qui exige 

(5) „x + r,,^+^v-i = o. 

On a donc finalement comme condition nécessaire et 
suffisante 

(G) X;^-v^-h(J.^ + ;..' + v=)--:-_o, 

(7) ):-^,,^ + l,,^o. 

Les équations de l'uu des systèmes des droites de l'énoncé 
sont donc 

■^7 — :^ = 0, 
■k.^^-.,-y + y=- = o, 
avec la condition (n) 

8. hquationdu cône ayant pour sommet un pomt donné 
et pour directrice une courbe donnée par les coordonnées 
de Vun quelconque de ses points. 

Soient S (a, ^, y) !e sommet donné, 

(,) ^=f{t), r--=?(0, = = ^(0 

les équations de la directrice donnée. 
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Les coordonnées d'un point quelconque d'une droite issue 
du point S sont données par les formules 

,' a. + \a^ 

!=-^^ 

x,^, z seront les coordonnées d'un point cjuclconquc de la 
surface conique cludice si un sjstème de valeurs de \-, '/■,, Lf 
vérifie les équations de la directrice. 
Le système 

(3) U + X7=(i + i)ç(0, 

doit donc être vérifié par les mêmes valeurs de X et de t\ 
l'équation de la surface conique estle résultant de ce système. 



RA|.PEi. EE RÉSULTATS. 

Définition. — Une surface conoïde est engendrée par une droite 
qui reste parallèle à un plan fixe appelé plan directeur, qui s'appuie 
sur une droite fixe appelée axe et qui s'appuie en outre sur une courbe 
fixe appelée directrice, ou reste tangente à une surface lise. 

(a) Soient R = o l'équation dn plan directeur d'un conoïde, 

P = o, Q = o 

les équations de l'axe; l'équation générale des conoidcs admettant ces 
éléments est 
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ç(P, Q. R) = 


= 0, 




■a désignant u 


me fonction liomogtne pa 




ippoit 


(é) Soient 










(i) 




='^ + p7^ï- 


: = 


o 


l'équation du 


pla« 


divecteur, 










ia; -1- m/ -i- «s ^ 


■-P 


= <-, 






f« + my + n'h- 


-/'' 


= o 


les équations 


del' 


aïe d'un colloïde, 







les équations d'une direetrice donnée. 
Les équations d'une génératrice quelconque sont 

^37-1- my -i- ns -^-p — ^.{l'x ■+■ m'y -^ ii'z •!-,/>') = o. 

En éliminant x,j, s entre ces équations et celles de la diiecttice, 
on obtient la relation 

F(>.,i.)^o 

qui doit enister entre les paramètres X et jj, pour qu'un, point de la 
génératrice appartienne à la directrice. Cette relation obtenue, il 
suffît d'y remplacer Xpar 

et [1 par 



l^+my-^nz 

pour en déduire l'équation de la surface. 

(c) Les notations étant les mêmes, soit 

(I) /i,,,,^)=o 

l'équation d'une surface à laquelle la gér 
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{/, 11= PAtlTlE, 

Les équations d'une génératrice quelconque sont 

I Ix -^ my -^ HZ -.- p — p. ( fa; -!- m'y -!- n!3 -\-p') — o 
On sait mettre ces équations sous la forme 



*t yi ij, a, h, c étant des fonctions de X et de |j.; en formant 
l'cqualion 

et en esprimant que cette équation, ordonnée par rapport à /■ a une 
racine double, on obtient la relation qui doit exister en X et |j- pour 
que la génératrice (a) appartienne à la surface. Il suffit, pour obtenir 
l'équation de la surface, de remplacer X et \t., dans ia relation 
F(X, |i> = o, par 

, '^ + my -I- ;î3 + » 



\. Equation du conoide ayant pour plan directeur le 
plan des xy, comme axe Vaxe des s et pour directrice 
une circonférence dont le plan est parallèle au plan zOy 
et dont le centre est sur Ox (Coin de Wallis). 

Les équations de la directrice sont, par exemple, 

celles d'une génératrice quelconque sonl, de môme, 

s— ii = o; 
cette droite doit rencontrer la directrice D; les cquatious 

.^-,a = o, ,'+i'-R> = o, 
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ont donc une solution coininuno en x, y, z-, c'est 
qu'on a 

L'équation de la surface s'écrit donc 
y'- z-- W- 



Toutesles sections parallèles au plan ^Os sont des ellipses 
dont l'axe vertical a une longueur constante et dontle centre 
est sur Ox. 

2. Équation du conoïde ayant ses génératrices tan- 
gentes à une sphère et pour plan directeur un plan 
perpendiculaire à l'axe. 

Prenons le pian parallèle au plan directeur, mené par le 
centre de la sphère, comme plan des wy; prenons l'axe du 
conoïde comme axe des s, et le plan passant par O; et le 
centre de la sphère comme plan des zOx. 

L'équation de la sphère est alors 

([) (^_„)^+^= + =:„-R^ = o. 

Les équations d'une droite quelconque parallèle au plan 
X Oy et s'appuyant sur Oz sont 

y — 'kx^=o, 
s — [A =:o; 

cette droite sera une génératrice de la surface si sa projeclioii 
sur le plan des xy est tangente à la projection sur le même 
plan de la section de la sphère ( i ) par le plan z ^ [>.^o. 
Or, les équations de cette dernière projection sont 



(3) 
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la droitfi dont l'équation est y ^ },x =: o sera langenle à ce 
cercle si l'on a 

(4) iS = "'""'''■ 

L'équation du conoïde s'écrit alors 

W ».5:.(, + 5)(e=--..), 

c'est-à-dire 

(6) «=(*'= + 7^)(R'-^=)-aV^o. 

3. On considère un cylindre de révolution dont l'axe 
est O z; on demande r " les équations d'une hélice tracée sur 
ce cylindre, — a" l'équation du conoïde ayant pour axe 
l'axe du cylindre, pour plan directeur le plan des xy et 
l'hélice pour directrice. 

{École Centrale. —Examen oral;juillel i886.) 

Soit 

l'équation du cylindre donnée; les coordonnées d'un point (le 
la surface appartenant à une hélice sont 



en appelant ç l'angle du plan passant par la génératrice du 
cylindre et l'ase Oa avec le plan sO.-c. 

Une génératrice quelconque du conoïde est définie par 

(3) - = », r = f-''; 

ces équations doivent être vérifiées pai' les valeurs (i) ; on a 
donc 
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on, en éliminante, 
(5) ' |=.,„-clang^. 

L'éqTiation du conoïde est donc finalement 
z^k arctang- 



a. 



4. Équation d'un conoïde dont on donne le plan direc' 
leur, l'axe et une directrice définie par les coordonnées 
de l'un quelconque de ses points. 

Soient 

D = o 

l'équation du plan dirnctcur, 

P = o, Q = o 

les éijnations de l'axe, 

^=/(0. y--9{t)^ ^^^KO 

celles de la directrice. 

Une génératrice quelconque est définie par les équations 
D + X^o, P+i^Q-— o. 

Les valeurs de x,y, z tirées de ces équations doivent satis- 
faire aux équations de la directrice. 

L'équation caractéristique du conoïde F (X, ;j.)^o s'obtien- 
dra donc en éliminant x,y, z, t entre les équations 

Dans le résultant de ce système, 
F(X,^)^o, 

P 
il suffira de remplacer X et ji respectivement pai- — D et — ^ 

pour obtenir l'équation de la surface demandée. 
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Définilioa. ■— Une surface de révolution est le lieu des posi- 
tions d'un cercle de rayon variable suivant une loi donnée el dont le 
plan reste perpendiculaire à une droite fixe sur laquelle se trouve 
constamment le centre du cercle. Celui-ci s'appelle MTt parallèle. 

On peut donner la loi de variation du rayon du cercle : 

i" Par une relation analytique entre la longueur du rayon et l;i 
position du centre du cercle sur l'axe de la surface ; 

3" Par une courbe directiice sur laquelle le parallèle doit cons- 
tamment s'appuyer. 

Quand cette directrice est plane et que son plan contient l'axe, on 
lui donne le nom de méridienne. 

{a) Soient S = o l'équation d'une sphère de centre fixe, P = o 
l'équation d'un plan fixe. 

F(S,P) = o esc l'équation générale des surfaces de révolution 
dont ra\e est la perpendiculaire abaissée du centre de la sphèn- 
S = o sur le plan P = o. 

(è) Soient {a, b, c) un point de l'axe d'une surface de révolution, 

a37-(-pj-h7s = o 

l'équation d'un plan perpendiculaire à cet axe, 

f{cc,x,z) = o, ç(.r,j,^)^-=o 

les équations d'une directrice. 
Si l'on pose 

)(«-»)' + (j.-S)' + (--e)' = i-, 

et qu'on élimine a;, j', s entre ces équations et celles de la directrice, 
on obtient la relation 

F{X, |,.) = o 

qui doit exister entre X et p. pour qu'un point du parallèle ( i ) appar- 
tienne à la directrice donnée. En remplaçant X et p. par les fonctions 



l'équation do la surface. 



y Google 



CHAP. II. ~ GENERATION DES SURFACES. 49 

{o) Si l'axe de la surface est pris comme axe des s et qu'on donne 
dans le plan des zce une courbe méridienne ayant pour équation 



l'équadon de la surface de révolution ainsi définie 



(rf) Soit 



l'équalion d'une surface du second ordre. 
1" Cette surface est de révolution si, I 



étant différents de o, 
,- = A - -jj^ ; 



il alois perpendiculaire 



2" Si un seul des coefficients des rectangles est nul, la surface n 
peut pas être de révolution. 

3» Supposons deux rectangles nuls : 
Si 

B§o, B'=r=o, l^-o, 

on doit avoir, pour que la surface soit de révolution, 

(A'- A'XA" — A) — B" = 0. 



(A — AM(-V— -V) — B'2 = o. 
Si 

B = o, B' = o, B"=o, 
on doit avoir 

(A-- V)i,-A'— .V)-B''3 = o. 

4" Si les trois rectangles sont nuls, on doit avoi 
face soit de révolution, 

A = A', ou A = A", ou A' = 
R. — Ex. de Géom. anal., (I, 
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(e) Quand on a reconnu qu'une surface du second ordre est de 
révolution et qu'on veut obtenir les équations de l'axe dû celte sur- 
face, il y a lieu de distinguer les cas suivants : 

10 BB'B'go. Soit 

B'R" ,, B"lî ,. Bli' 
h._-.K -=L-~^---=X --jj^. 

Les équations de l'ase sont 

2" B' = o, B'' = o, B'~(A— A')(A — A") = o. 

Les équations de l'axe sont 

A^^C^o, 

B (ky -+- C) ■--- (A' - A) (Ai -h C" i. 
3" B = o, B'^o,B'' = o, A'--A" = o. 

Les équations de Vase sont 

A>--C' = o, .Vz^C = 0. 

1. Équation d'une sur/ace de révolution dont on donne 
l'axe et une directrice définie par les coordonnées de l'un 
quelconque de ses points. 

Soienl(a, b, c) un point de l'axe donné, (a,p,Y) ses co- 
sinus direcletirs, 

les équations de la directrice. 

Un parallèle quelconque a pour équations 

Ce cercle s'appuiera sur la directrice donnée si pour une 
certaine valeur de t les équations (i) fournissent une solution 
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du système (2); les équations 

i L/C) - »]■ + [?(0 - »]' + [+(<)- cj" = P 
doivent donc avoir une racine commune en /. 
Le résultant du système 

donne la relation caractéristique de la surface de révolution 
dont on s'occupe. 

Il suffit d'y remplacer X et y. par les fonctions 

«37 + pj ^ -iz, {X - ay -!-{/- by + (3 - c)^ 

pour obtenir l'équaûon de la surface. 

2. On donne trois axes rectangulaires Oar, O^, O^; 
on considère la bissectricede Fangle xOy: on demande 
l'équation du cône engendré par l'axe Ox tournant au- 
tour de cette droite. 

[École Polytechnique. — Examen oral; admissibilité. 1887.) 

La surface de révolution dont il s'agit est engendrée par 
un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite 

dont le centre est sur cetle droite et qui s'appuie constam- 
ment sur l'ase Ox dool les équations sont 

= —0, y = o- 
Les équations d'un cercle quelconque ayant pour axe la 
droite 
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'k et \). doivent être tels que ces équations soient vérifiée 
quand on y fait simultanément 



On a donc 


x^—) x — u.- 




on conclut 


^}-\^o. 




L'équation di 


a cône est dès lors 




( 
c'est-à-dire 




^" 


3. On donne la droite 






œ=y^. 




et dans le plan 


', des xy, la droite 
x-y^a; 





trouver l'équation de l'hyperboloide de révolution en- 
gendré par la rotation de la seconde droite autour de la 



{École Polytechnique. — Examen oral; admissibilité. 1887.) 

Les équations d'un parallèle quelconque d'une surface de 
révolution ayant pour axe la droite 

a: = y-—z 
sont 

(.) a,-- + f + ,'--!, 

(a) .Ti^y + z = f. 

Un système de valeurs de a;, ^, a doit satisfaire aux équa- 
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lions de la génératrice dormée 

(3) Sr=0, 

(4) x-,. = ». 

On obtient la relation qui doit exister entre X et |j, en cli- 
miïiant 3^, y, s entre ces quatre équations. Ou a 



portant ces valeurs dans 
il vient 

(5) |.' + o'-a = o. 

L'équation de la surface de l'énoncé est donc 

(6) (^ + _^ ^_ ;.)î - 2 (^= +7= 4- s=) + a'- = 0. 

4. Lieu des sommets des cônes de réfohition circonscrits 
à un ellipsoïde. 

{Ecole Polytechnique. — Examen oi'al; admission. i888.) 
Soit 

l'équation de l'ellipsoïde. 

S (a, ^, v) étaut un point de l'espace; l'équrition du cône 
ayant ce point comme sommet est 
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Pour que ce cône soit àe révolution, il faut que l'on ait : 
("Si ;BB'B'''>o 



B B'JÎ" TTZ 

BB'B" 



on doit cionc avoir finalement 



ce qui CKige 

E= - 



Le lieu du sommet S est l'ellipsoïde lui-même. Dans ce cas, 
ie cône circonscrit est réduit au double plan tangent mené 
par le point pris comme sommet. 

a" a :^ o, ou p = o, ou y = o entraîne l'égalité à zéro de 
deux rectangles. En appliquant les formules 

(\'--A)(V'— A) -B» = o, 
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n troiive : 
Si a ^^^ o, E ^ o , solution discutée plus haut ni 



ellipse imaginaire, si l'on suppose, ce que l'on est toujours C 
droit défaire, 



Sip — o, E = el 



hyperbole ; 

Si Y ^= o, on obtient, outre E ^ o, 



ellipse réelle. 

Ces coniques sont les ybca/es de l'ellipsoïde. 

Remarques. — (a) Si nous supposons que l'ellipsoïde 
s'aplatisse sur le plan des xy, c'est-à-dire que c tende vers o, 
les lieux que nous venons d'obtenir deviennent 



ce qui montre que le tieu des sommets des cônes de révolu- 
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tioii contenanl la conlquo 



e compose : 
i" De la conique elle-même ; 
i" De l'hyperbole 



(h) Étudions l'hyperbole trouvée dans les cas où ^ = o, 
c'est-à-dire lorsque le sommet du cône se meut dans le plan 
zOœ. Elle a son centre et un axe communs avec la section de 
la surface par le plan xOy. Les sommets de l'hyperbole sont 
les foyers de cette section et réciproquement, etc. On peut 
l'engendrer de la manière suivante : 

Soient A, A' les sommets de l'ellipse, F son foyer; on 
mène un cercle quelconque tangent à AA' au point F et l'on 
mène les tangentes par les points A et A'. Soient P, V les 
points de contact, M le point de rencontre des tangentes. 
On a 

MA' = A'F + MP', 
MA.--I-AF + MP'. 
Donc 

MA' — MA " FA' — FA . 

M est un point de l'hyperbole ayant les points A, A' comme 
foyer et dont les sommets sont F et F'. 

Nota. — Les considérations qui précèdent permettent de résoudre 
la question suivante posée dans les mêmes conditions que celles que 
nous veuona de iraitet. 

Trouver l'équation d'un cône de révolution de sommet 



y Google 



donné et contenant une conique donnée; à quelle condition 
doivent satisfaire les coordonnées du sommet? 

Lieu des sommets des cônes de révolution contenant 
l'ellipse 

(J+i-'--« 

{École Polytechnique. — E\amen oral; admission. 1888.) 

5. Lieu des axes des surfaces de révolution représentées 
par l'équation 



^^ -l-V^ + az^ + a|j.3ar - aï^^ I : 


= 0. 


Ces surfaces seront de révolution si l'on a 




(a) \i. étant supposé non nul, 




(l) (X-,)-|.^^0. 




Les équations de l'axe sont alors 




! »-> = o, 




'"' !.r-(x-,)«-.o, 





obtenues pat l'application des formules rappelées plus haut. 
On lire du système (s) 



_(.^- 



i'i) 



s l'équation (1), il vient 
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4 TROIS T11MENSI0\B. 

qui se décompose en 



.•(«->)-/'=o. 

( b) Supposons maintenant ji ^ o ; la surface sera de révo- 
lution dans l'une des hypothèses suivantes ; 
1 = 1, X = i. 
Dans la première hypothèse, on a comme équations de 

l'axe de révolution est l'axe Ox, etc. 

6. Les droites A'OA, B'OB, C'OC sont trois axes de 
coordonnées rectangulaires; on suppose OÂ'^OA = «, 
OB'-- OB ^ b, OC ^ OC = c, déterminer : 

1° Le lieu des axes de révolution, des surfaces de révo- 
lution du second ordre gui passent par les six points 
A, A', B, B', C, C. 

{Concours général 1878. Partie.) 

L'équation générale des surfaces du second ordre passant 
par les six points donnés est 



en supprimant les cônes ayant leur sommet à l'origine. 
(a) Supposons d'abord que l'on ait 

la surface (1) sera de révolution si l'on a 
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les équations de l'ase seront alors 

Appelons f} la valeur commune de ces trois quantités; i 



yieol 








(4) 




-^ ..f 


^ 


les équations 


a) donnent alors 




(5) 


a 


Ox I ej ij 


iî=*. 


Le liei 


des 


axes s'obtiendra en éliminant 8 et /( enîre 


trois éfjo 


ition 


s ; on peut les écrire 








l/,,r. + (i^-f 


^0, 


(8) 




"-+«J-f 


= o, 






|,,»^H.,._î? 


= o. 


L'équation 


cherchée est donc 





(7) 



^y 



c'est-à-dire 

(8) 
(9) 



xyz — o, 
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lio 11= PAHTIE. — GÉOUÉTniB A TROIS DIMENSION?. 

Le lieu se décompose donc en trois plans et un cône tri- 
orthogonal du second ordre, 
(i) Siipposons 

L'équation générale devient 

(lo) -1 ■+- -r5 H' -^ -t- aXys— i — o; 

a^ h' c^ -' 

la surface qu'elle représente sera de révolution si l'on a 
Les équalions de l'axe sont alors 

<"' 3=°' 

c'est-à-diie 

(.4) ^' = 0, 

(.5) »^-(i-,-l),=.o. 

Cbacune des valeurs de X tirée de l'équation (ii) portée 
dans l'équation (i 5) donne l'axe de la surface correspondante. 
Ces deux axes sont situés dans le plan des j-s. 

On trouverait de même les axes situés dans les deux 
autres plans de coordonnées. 

Quand les trois rectangles sont nuls, on a un ellipsoïde qui 
n'est pas de révolution tant que les trois longueurs «, ^, c 
sont différentes. 
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RAPPrL DE ni'iSULTATS. 

Définition. — On appelle surfaces réglées celles qui soiii engendrées 
par le déplace me ni continu d'une droite. 

Toutes les surfaces du second degré sont des surfaces réglées ; les 
généi-atrices rectilignes sont réelles dans les cônes, cylindres, hyper- 
boloïdes à une nappe, paraboloïdes hyperboliques ; imaginaires dans 
les ellipsoïdes, la sphère, les hj'perboloïdee à deux, nappes, les para- 
boloïdes elliptiques. 

(<t) L'équation des surfaces du second ordre peut se mettre sous 
la forme 



, H = o, S ^ étant les équations de quatre plans 
;s suivant la nature de la surface; celte équatio 
n double système de génératrices rectilignes. 



les équations d'une droite mobile dans l'espace, les coefficients des 
fonctions P et Q étant variables ; la position de cette droite dépend 
de cinq paramètres; si l'on donne six. conditions à remplir par ces 
paramètres on obtiendra, par leur élimination, l'équation de la sur- 
face réglée engendrée par la droite mobile. 

1, Équation, de la surface réglée engendrée par une 
droite s' appuyant sur une droite donnée et sur deux direc- 
trices définies par les coordonnées de l'un quelconque 
de leurs points. 

Soient 
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les équations de la droite donnée, 

{ ==-_|(0, s -^^1,(0}, 

celles des direcLrîces données. 

Les équations d'une droite quelconque rcnconLranl 
droite D sont 



a, p, y satisfaisant aux équations 

\ Q(a,p,T)-o. 
De plus, otx doit avoir 

p + X^=(, + X)<p(0, p + .lV-(i+l^)?>(9). 

7 + i3:^(i+)0 + (0, ■r + !-s = (i + i^)'}'i(e)- 

En éliminant les paramètres a, P, y, J., f.j 'i entre les huit 
équations précédentes, on obtiendra l'équation de la surface. 

2. On donne (es équations de trois droites 

et Ton demande l'équation de la surface engendrée par 
une droite qui s'appuie sur les trois droites données. 

(École Pûlyfechniijue. — Examun oral; admission. 1887,) 
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Considérons les deux dernières droites comme étant les 
directrices de l'équation précédente ; leurs équations peuvent 
s'écrire 

(2) y=y,^b^r, 

(3) I y=jj-(-èsp, 



Les coordonnées d'un point quelconque de la première 
droite sont données par 

Les coordonnées d'un point d'une droite quelconque pas- 
sant par ce dernier point ont pour expression : 

__ . ^, -ha^'A-h 11..X _ _ __ y, -h b,'A -'- [j .r _ _ 5, — c, X -!- rj. ; 



Les équations 






doivent donc être satisfaites par les mêmes valeurs de 
\, [j,j v, r, p ; l'équation de la surface s'obtiendra en éliminant 
CCS cinq paramètres entre les six équations précédentes. 
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64 W PARTIE. ~ GBOHÉTBIB A TROIS DIMENSIONS. 

3. équation de la surface engendrée par une droite 
s'appuyant sur une droite donnée et sur deux circonfé- 
rences données situées dans des plans parallèles entre eux 
et à la droite donnée. La projection de la droite donnée 
sur un plan parallèle à ceux des circonférences passe 
par les projections des centres de ces circonférences. 

(Cette surface est employée en Stéréotomie et constitue 
une partie de V arrière-voussure de Marseille.) 

Prenons comme plan des zx le plan mené par la droite 
donnée perpendiculairement ans plans des circonférences; 
la droite donnée comme axe des z et comme axe des x la 
perpendiculaire abaissée du cenlre de l'une des circonfé- 
rences sur la droite. 



Soit 



(0 



1/- 



( / + (.-- P)'-,- 



les équations des circonférences données. Les équations d'une 
droite quelconque rencontrant l'axe des z peuvent s'écrire 



Le point {x,y,z), mis en évidence dans l'équation (3), 
appartiendra à la surface étudiée s'il existe un système de 
valeurs de p.. T., V vérifiant simultanément les équations ( i ), 
{,),(3)et 

\' X ,_ l'y ,_ u.-hl's 
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(^) -.7=^ 



(6) 



— p 1 — r^LiTO. 



On peut écrire ce système 

(5) «V' + li- (^ - a) + «^]^- R*a.= = o, 

(6) ^'r+[i>. (^ - a) + a= - ?^]=- /■^z.■^ =o. 

L'équation de la surface est réliminanl de <i. entre les 
deux équations précédentes. 

4. On donne les équations 

(i) a;^-^/'— s5 = o, 

(2) a^-r-i=o, / — 2 — 0, 

(3) :p-2 = o, ^-i=o 

eî l'on demande : 

R. — E^. de Géom. anal., Il, 5 
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i" Quelle est la surface représentée par la première, 
équation? 

2* De reconnaître si les droites (2) et (3) se coupent; 

3" L'équation de la sur/ace engendrée par une droite 
qui s'appuie sur les droites (2) et (Z) et qui reste tangente 
à la surface (i). 

(École Polytechnique. — Rsamen oral; admissibilité, 1887,) 

La première cqualion 

est celle d'un cône de révolulion autour de l'axe des s, et 
ayant son sommet à l'origine. 

Les droites (2) et (3) situées dans les plans parallèles 

£û -\-i^o, a: — 1 —:0 

ne se coupent pas. 

Les équations d'une droite s'appujant sur ces dcus droites 
peuvent s'écrire 



(4) 






cette droite appartiendra à la surface étudiée si elle ren- 
contre le cône (i) en deux points confondus. 

Pour exprimer cette condition, nous allons mettre les 
équations de la droite (4) sons la forme 

^ — xg __ y— ,n _ z—zt, 

a ~' b ~ c ' 

Pour cela nous mettrons d'abord \\n point en évidence, 

soit s ^ o sa cote; i! vient 

— _ 3X — IJ.-3 

a- -2 + ;x, y— ^^ 

D'ailleurs des coefficients de direction de cette droite sont 
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CIIAP 


■. II. 


. — fiBXERATION DES SCRFARES. 


donnés par 




^,,.Xj' + oX2=o, 


c'est-à-dire 

(5) 






Les équaùons 


dcl 


a droite (4) peuvent donc s'écrire 


(6) - 


_, 


^-'-T— 



Si l'on appelle la valeur commune de ces rapports, on a 

Ol^ '- ;-, 

r étant la distance du point x, y, z au point mis en évidence 
dans les équations (6). L'équation en est donc 



(7) (^-H|. + flX,.)^+(— 



c'est-à-dire 






A0'-i-2B9 -i-G = o. 
Cette équation aura ses racines égales si l'on a 
AC — B*--o ou F[X, il) --=0. 
En remplaçant dans cette équation 'k et [i. respectivement par 



on obtiendra l'équation de la surface réglée. 
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6S W PARTIE. ~ GSOHÉTDIE A TROIS DltlENSlONS. 

5- Équation de la surface engendrée par une droite 
s'appuyant sur une conique et sur deux droites données. 

Prenons le plan de la conique C comme plan des xy, les 
droites données ont respective me ni pour équations 

\ Q = a^+pj + Y=-h5:^o, 

t P' =: a'œ -i- b'y -i- c'z -hd' = o, 

A 

La conique G est de même donnée par 

\ 3 ^- O, 

\ Aa;^ + 3Ba;/-i-C7= -.-aDa^ +-2E/-HF- o. 

Les équations d'une droite quelconque s'appuyant sur les 
droites A el A' sont 

P -hXQ— o, 

P' + ;.Q'-o; 

les traces de ces plans sur le plan 5^0 doivent se couper 
sur la conique ; donc la solution du système 

ax -h by -\- d -h ï (aa^-i- p/-)-S)=:o, 
a'œ + b'y -h d' -\- ]i.(y.'x-^r ^'y -\- 1') — o, 

c'est-à-dire 

{a^l^)x^{b-V-'kp)y^-{d^\l)rT-.o, 

ou 

^ y^ — j_ 

(b-hlp)(,d'-^W ) — {d + \l)'..b''\-'V^') ..." ... 
doit vérifier l'équation , 

h.x'^ -\- 2^xy -1- ... =0. 
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L'équation de condition obtenue entre X et p., 

est du second degré. 

En y remplaçant 'k el y, respectivement par 

O O' 

on oljttent l'équation de la surface, Celle-ci est du quatrième 
degré. 

Si l'une des droites, A par esemplc, rencontre la conique C, 
cette surface se décompose en un plan et une surface du 
troisième ordre. 

Si les droites i et A' rencontrent la conique, la surface 
se dédouble en une surface du second ordre et un système 
de (Jeux plans, 

6. Équation de la sur/ace engendrée par une droite 
qui reste normale à une courbe, donnée par les coordon- 
nées de l'un quelconque de ses points, et s'appuie sur une 
droite donnée. 

Soient 

<i) r = T('). 

( ! = + (() 

les équations de la courbe donnée ; 



(a) 



ny+nz-\-p—<:,, 



{ l'x^in'y-\-n'z^p' — o 
celles de la droite donnée: 

(3) ^.=^--_^^^ v--—^-. ^=-7^Y 
celles d'une génératrice de la surface l'a, ^, f) étant les coor- 
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données du point de la généraLrice qui appartient à la droite 
donnée; (ï, g, -j-) satisfont donc aux équations 

et à celle d'un plan normal à U courbe au point dcfiui par la 
valeur ( du paramètre 

(5) [«"-/(01/'(0 + ["-'p(0^?'(0 + Lt-'M<)M''(0-c,. 

De plus un point de la génératrice a pour coordonnées 
c'est-à-dire que l'on a 



On obtiendra l'équation de la surface en éliminant les 
paramètres a, p, -^, X, î entre les six équations suivantes : 

8) ;'^ + ^'p + „'^+p'=o, 

10) «+).^~(I+X)/(0::^-^0, 

11) <^^y.y-{i+l)f(t)r=o, 

3) ._|_),3_(l+),).l,(()r3rO. 

7- Ow donne une courbe par les coordonnées de l'un 
quelconque de ses points 

on demande l'équation de la sur/ace engendrée par une 
droite qui reste normale à cette courbe et se déplace de 
telle sorte que le plan tangent à la surface fasse avec un 
plan donné un angle donné {surface d'égale pente). 
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Une génératrice quelconque de la surface est définie par 
l'intersection du plan normal à la directrice donnée en un 
quelconque de ses points M, avec un plan passant par le 
point M, contenant la tangente en ce point, et faisant avec 
le plan donné l'angle donné. 

Soil (^, v;, ^, 0) un point quelconque de la directrice, on a 

(I) i=fW, ^=-9(0), ï-^HO)- 

L'équation du plan normal en ce point est 

Un plan quelconque passant par la tangente à la directrice 
au point ë, t„ 'Ç a pour équation 

(3) X(^_^) + ^^(_^-_^) + ,(3-ï)^o, 

~A, jA, V étant liés par l'équation 

(■^) î./'{9)-Hi.^'(9) + .t'(«)=^o; 

(5) A^ + Bj + Ca — o 

l'équation du plan donné, le plan (3) fera un angle donné a 
avec ce pian si l'on a entre ?., [i., v la relation 

(6) Aï. -+- BjA H- Gv - cosa (.)-^-h ;j.^ + v^)' (AM- B^-^ G-)' = o. 
Les équations d'une génératrice quelconque sont donc 

(7) [■^-/(9)]/(5) + [r-?(û)lf'{e) + [=-'Ha)]y(f)) = o, 

X, ^i, V étanl liés par les relaùons 

(4) X/(0) + fï'(8) + v+'(8) = o, 

(6) AX + Bf-i-Cv-.(A"-H-B" + C")f(»' + |i"-rv>)rcos«=o. 
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Des équations (4) et (8) on tire 



l.,r-?i0)]t't,^')-i=-'ti,3)i^'(9) 



On est donc conduit à éliminer le paramètre entre l'('ciiia- 
tion (6) dans laquelle on a remplacé X, i;., v par les valeurs 
proportionnelles qu'on vient d'obtenir, et l'équation (^). 

8. On donne la courbe dont les équations sont 



et l'on demande l'équation de la surface engendrée par 
une droite qui reste normale à la courbe et fait avec le 
plan xOy un angle constant. 

Appliquons !a méthode générale qu'on vient d'exposer : 
les coordonnées d'un point quelconque de la directrice don- 
née sont 

(i) X ---_ ocosq>; y--^b s!n<[,; s =-- h. 

Le plan normal en un point quelconque a pour équation 

(2) (a;-acos9)(-asin<.)^-(/-6sin-p)fccoscf = o, 
c'est-à-dire 

(3) ax sinç — by cosip -i- (&*- ■ ((-) siiitp cosip -—. o. 

Le second plan qui détermine la génératrice de la surface 
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étudiée a de môme pour équation 

(4) l{^-aco^:f)--,-^{y.-bsin<,) l- , {^ - h) =-. o, 

)., [A, V étant liés par les relations 

i, 5) — aXsinip + JjjACOSf -■ o, 

Des équations (4) et (5) on tire 

J, <>. 

— yZ — n) t) cosif - 1^3 — h) aairiio 



i,a.'— acosçj 6cos(p-,-(y — fc sinipj « sintp 
ou 

i a _ V 

(>{^-- h) Ciisf ~ /i{z — h) siiiis " ah - &a;ooS(f — ay sin ip 

L'équation (6) devient alors 

ab — bœ costj. — aj sinip — \ {z — h)- (b^ cos^ip -!- a' sin-'s) 

■i- (ab - ôa^cosç — «/sinç)-]^ cos« ^ o, 

c'est- à-dire 

(7) [(s — A)^(?>-cos*tp--i-(i^siii^if)-i-(a?>-— iia^eostp — «jsinaj)-] cos^s 

On est ainsi conduit à éliminer l'angle f entre les équa- 
tions (3), (^) et l'équalion 

(8) cos^<p + sin=<p-i^o. 

De l'équation (3) on tire 
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7,1 II* 1>ART1E. — GEOMETRIE A TROIS DlUENSIONfi. 

porlanl cette valeur dans les équations (9) et (8), il vient 
(8) {ace ^ c'cos<p)^cos°tp 4- fc-/=cos'ip — 1 --tz o, 

(7 ) \(^ — f>-)''[ *' cos'<f («^ ~ c^cosif )^ -h n^ Ay cos>] 

+ r(aa^ — c-cos<p)(«6 — bxcosf) — abj^cosfY. cos'a 
— ^{aw --- c^ co&f) {ab — bxcosf) ~ aby- cos^Y^^o. 

On posera cos ç = ( et l'on est ramené à éliminer ( entre 
deux équations du quatrième degré. 

La trace de cette surface sur tout plan parallèle au plan 
de la directrice est une courbe parallèle à l'ellipse. 
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PROBLÈMES GÉNÉRAUX. 
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PROBLÈMES GÉNÉRAUX. 



CHAPITRE PREMIER. 

GÉOMÉTHTE PLANE. 



■1. On donne une parabole et une droite. Trouver le 
lieu des points tels que les tangentes, menées à la parabole 
de chacun d'eux, forment avec la droite donnée un- 
triangle de surface donnée. 

{École Polytechnique.— iSSi.) 

Soient D (fig- 4) '" droite donnée, M un point du lieu; en 
appelant K le pied de la perpendiculaire abaissée du point 
M sur la droite D, on voit que la surface du triangle MPQ de 
l'énoncé s'exprimera par 

^PQ.MK. 

Or, q 1 [ le système d'axes choisi, MR s'obtiendra 

parla f 1 donnant la distance d'un point à une droite ; 
PQ es 1 ntercepté sur la droite D par le faisceau 

des lan n n s à la parabole par le point M. On cal- 

culerai f 1 m n longueur au moyen de l'équation de ce 
faisce la d D était parallèle à l'axe des ordonnées, 

par ex mple C emarque nous conduit au choix des axes 

suivants. 

L'axe des y sera la tangente à la parabole parallèle à la 
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■)% II' PARTIE, — PROBLEMES GENERAUX. 

droite D, et l'axe des^ son diamètre conjugué. Soit O l'ori- 
gine ainsi défiuie ; l'équation de la parabole est alors 

p désignant le paramètre relatif à l'origine choisie. 

Soit M (ï,p) un point du lieu cherché : ce point doit être 




tel que la surface du triangle MPQ soit constante et égale à 
«'-; or l'équation quadratique du faisceau des tangentes me- 
nées du point M à la parabole étant 



(y-' ~ ipa:) [f -ip^) -{~ 



-P/-/''^?^0, 



l'équation aux ordonnées des points d'intersection de ce 
faisceau avec la droite D, 



{y'—2pa) (3=— a/>ï) -\&y — pa — pa.Y = o\ 
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et la longueur 

i'Q-^--.n- r. 

pourra s'exprimer en fonction des coefficients de celte équi 
tion. 

On a, en effet, 





l'Q ^ (/.- ,1-1 )■■ = (/. + /.)' - iy.7. 




^.— ''^';:"'-!<-»)^ 




aOofS'.-jp.l^-O'Io-i-.)' 




'■''■•- ,p. 




,affl>-ï,>f)ip(» + i.)> 


par suite 


31 


PQ': 


= f^ijLtJ^- ? [2o(|i' - aps,) +p{a + .)=] 




S"(i^o)>-a.r!i<i(e>-ai.i)-i-p(o + «)'] 



c'est-à-dire, toutes réductions effectuées, 



La surface du triangle MPQ dont l'expression est 

^ PQ.MK 
s'écrit donc 

«.^ipQ.(^_«)sînO, 
c'est-à-dire 

l ^1. .-_ ( ^-gVsina'-(g^-apa Mf^-a)'. 

Telle est la relation que l'on doit établir entre a et [3 pour 
réaliser les conditions de l'énoncé, c'est l'équation du lien. 
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On peul l'écrire 

(1) K\r^=(f'-2p^){^-a)^ 

en posant 

C'est une courbe du sixième degré ajanl pour diamètre 
l'axe des x, et pour directions asympto tiques multiples celles 
des axes de coordonnées. 

De plus, elle passe à l'origine et J est tangente à l'axe Oy, 
ainsi qu'à la parabole 

/' -- 2;>^~o. 

Enfin, si l'on remarque que l'équatioa (i) peul s'écrire 



on voit iTUmiédiatement que la parabole 

/- — -îfX zzz o 

est asymptote intérieurement à la courbe-lieu et que celle-ci 
admet pour asymptote de rebroussement la droite 

ces remarques permettent de tracer la courbe. 

2. On donne une ellipse et un cercle ayant pour centre 
un foyer de l'ellipse. 

Trouver le lieu des points tels que les tangentes menées 
de ces points au cercle et à Cellipse forment un faisceau 
harmonique. 

Prenons comme axes de coordonnées les axes de l'ellipse; 
son équation est 
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oL celle J« cercle, 

(a) {œ-cy- 

si Ton pose 



■'- — bK 



Soient ce, les coordonnées d'an point du lieu; les équa- 
tions des faisceaux de tangentes menées de point {a, p) res- 
pectivement au cercle et à l'ellipse sont de la forme 

A («.-,)< + 2B (a- -.)(/- ?) + C(y-f,)"=o 
cl 

A'(a;-=()' + 3B'(«-.)0'-p)+C'(/-6)==:o, 

et la eoiidilion pour que ces quatre droites forment un fais- 
ceau harmonique est 

AC'-S-G-V — 'iBB' — o, 

il suffira d'établir cette relation entre les coefficients des 
équations explicitées podr obtenir l'équation du !ieu. 

Or l'équation du faisceau des tangentes menées du point 
(a, g) à l'ellipse est 

c'est-à-dire 

en posant 

\l^b"-'j}^a-'^^ — a-'b\ 

On a, de même, pour le cercle 

L(^-e)^-l-7'-r^l[{a-c)M- [.= -/■=] 







-[^(^-.)-Hf^/ '-'■=: 


l^ = o; 


puis 








(.l^) 


(C-:c=)*'^- 


■is.^xy + y^{C~{t,^)-^ .. 


, .=0, 


R. 


- Ex. de Géom. 


anal., IL. 
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en posant 

L'équation du lieu est donc 

3, On donne un quadrilatère plan OAGB, et deux séries 
deparaboCes, (es unes tangentes en A. à AG et ayant pour 
diamètre OA; (es autres tangentes en h à BC et ayant 
pour diamètre OB. 

On demande de trouver le lieu du point de contact M 
d' une parabole de la première série avec une parabo(e de 
la seconde; et, le triangle OA.B restant invariable, d'indi- 
quer dans quelle région du p(an ((faut placer (e point C 
pour que le lieu soit une ellipse, et pour qu'il soit une 
hyperbole. 

{École Polyleckniqne. — linon oé parlid; 1888.) 

Prenons comme axes de coordonnées les droites OA et OB, 
et posons OA = a, OB =; b. 

Si l'on appelle/) et q les coordonnées du point C, l'éqna- 
ion d'une parabole du premier svstème sera 
(i) y^--.^\[q{œ~a)^{p~a)y]:^o, 

>. désignant un paramètre variable; de même, l'équation d'une 
parabole du second système est 
(2) a:''-2'^[{q-b)x+p{y~b)]^i>, 

[t. désignant un second paramètre variable. 

Or, ponr que les courbes représentées par les équations 

?(»'/) = 

soient tangentes, il font L|iie la relation 

r, ' ?; 
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1, dans ]o cas acluol, nous 



' ' y-Hp-«}- -fP 

Nous obtiendrons dès lors l'équalion du lieu cherché en 
étiminanlX et \i. entre les équations (i), (2) et (3) qui, ren- 
dues homogènes par l'introduction d'une troisième variable v, 
s'écriront 

[/"/ -Ip- «) (<7 - b)]\^ + j:{p - a)l-, + y (q ~ b) ;j.v - xy^\ 



Les deux premict 



''V{q-b)x + p{y-b)^ 



^{q{x 



- ^[gi^a:^a) + [p-a)y^[_(q-b)œ^p{y-b)y 

et en remplaçant),, [/, v par leurs valeurs proportionnelles 
dans la troisième équation, on obtient 

r\y^ipq-{p-a){q~b)-\\(q~b)a!+p{y~b)]{q{x~a)-\-{p~a)y-\ 
■^■x(p-a)xy''[{q — b)x+p(y-b)Y{q{'-x:-a) + {p~a)y-[ 
+ ^{q-b)x^-y\_q{j--~a)^{p-a)yY[(q-h)cc+p(y-b)] 

-.{^œy\_q{œ^a)^{p-a)yYV{q-b)x+p{y-h)Y^o. 
Cette équation admet les solutions 

^ z= o, 7 — 0, 
{q — b)x^p(y — h)^.0, q{x~a) + {p~a)y = o; 

(4) 2q{'/-'^){^-a)x+2p(p-a)y(y~b) 
+ kpq {X — a) (y ~ b) 
+ [ip-f)iq — f>)—pç]^/ = 0- 
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Cette dernière cqualion représenle T,inc conique donl, l'en- 
semble des termes du second degré est 

^q{q — b)x^ + [?>pq + {p — a) {q — h)] xy 
+ 2p{p — a)y^+ .... 

La conique sera une ellipse lorsqu'on sura 

^6pc/{p ^a) {q ~b)-[^pq + {p~ a)(q- b)Y> o, 

une hyperbole dans le cas contraire, enfin une parabole 
lorsque cette quantité sera nulle. 

Les régions du plan dans lesquelles les coniques (4) sont 
des hyperboles ou des ellipses sont donc séparées par la 
courbe dont l'éqiiation est 

,6pq(p^a)(q^b)^[ipr,^ip-a){q-b)rr^0, 

dans laquelle nous considérons p el q comme variables. 
Cette équation s'écrit 

i&pq[pq—(aq -+■ bp — ab)] — {!\pq — {aq -+- bp — ab)]- ^. o, 

— i(ipq{aq + bp — ab) -— {aq +- bp — aby 

-ï- 8pq {aq + bp — ab) = o, 
et finalement 

{aq ■+- bp — ab)(Spq -\~ aq -i- bp — ab) :^ o. 
La courbe qui délimite les régions du plan donnant des 
ellipses ou des hyperboles se décompose donc en denx par- 
ties {Jig. 5); la droite 
(D) bx + ay — ab:^o, 

et l'hyperbole 
(II) 8j:y-{-bx + ay — ab~o, 

dont le centre est au point de coordonnées 
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et dont les asymptotes sont parallèles aux axes de coordon- 
nées. 

Elle coupe l'axe des_y en B et l'axe des x en i\.. 

La droite (D) passe également aux points A. et B où elle 
coupe l'hyperbole. 

ToQtes les fois qne le point C, de coordonnées p cA q sera 



situé sur la courbe (H) ou sur la droite (U), la conique sera 
une parabole. 

Ce sera une ellipse pour les régions du plan qui donnent 
des signes contraires aux premiers membres des équations 
de la droite et de l'hyperbole (H); une hyperbole q\iand les 
premiers membres des équations (D) et (H) seront de 
même signe. 

Les hyperboles correspondent donc aux portions du plan 
non recouvertes de hachures; les ellipses, aux portions ha- 
chées. 
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86 II* PARTIE. — PBODLEMES GËNËItAUX. 

4. On donne dans un plan une hyperbole éqiUlatère 
dont l'équation, par rapport à ses axes pris comme axes 
de coordonnées, est 
(H) ^■-/ = o'j 

d'un point M du plan, ayant pour coordonnées p et q, on 
mène les normales à cette courbe- 
On demande de faire passer par les pieds de ces nor- 
malesune nouvelle hyperboleéquilalère, dont les normales 
en ces points soient concourantes, et de déterminer leur 
point de concours. 

{École Polytechnique. — Kiioricd partiel ; 1890.) 

Les pifids des normales abaissées du point M (/j, ^) sur 
l'hyperbole 
(H) x-'-y^^a^, 

sont les points de rencontre de ceLlo conrhc avec l'iiyperbole 
définie par l'équation 

p — x _ q — y ^ 
X —7 ' 

c'est-à-dire 
(K) ■2xy — qx — py = Q. 

Une conique quelconque, passant par les points d'inter- 
section de (H) et(K), c'est-à-dire par les pieds des normales 
aura dès lors pour équation 

(,) x-'—y^^a''^l{-ixy — qx—py)=o, 

X étant un paramètre variable, et ces coniques sont des hyper- 
boles équilalères. 

Il s'agit d'exprimer que les normales à cette hyperbole aux 
points d'intersection de (H) et (K) sont concourantes. 

A cet effet, soient « et p les coordonnées de leur point 
de concours : les normales à l'hyperbole (i) menées du point 
(a, ^) auront leurs pieds aux points de rencontre de (i) avec 
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la courbe doul Péquaiioii esl 



ôqiiatioi) qui, développée, s'écrit 

et pour que les normales menées da point {«, g) à (i) aient 
leurs pieds aux points d'inlersection de (H) et (K) comme 
le veut l'énoncé du problème, il suffit de déterminer a et p de 
telle sorte que l'équation (a) représente une courbe passant 
paries points d'intersection de (H) et (K.). 
L'équation {2) devra donc être de la forme 

H^iey—qj^—px) + (^^ — j= — «') — o, 
ce qui exige que l'on ait, K. représentant un facteur de pro- 
portionnalité, 

— ( a;î — jî — «2 ) 4- [^ ( 2 ^y — 7^ — /!/ ) . 



L'identificati 


ion donne les relations suivantes : 




1 f = -"K, 




l=2lQ, 


(3) 


Ki(îP-p«) = o', 




K(2p — aaX— /)X)^ — ^ç, 




K[(ap + ,)). + 2.] = -^jo; 


qui se rédniseï 


u, en tenant compte des denx premières. 




1 î(î-/)« = ao', 


(-^1) 


arj-.Ml-pJ=2<,, 




l,.fA + r,l-m = ,p 


et délcrmincn 


t ;:, 3 et À. 
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■L'élimination de >, entre les deux dernières équations 
permet de substituer au système (4) le suivant : 

Les coordonnées a et ^ du point de concours des normales 
ù l'hyperbole (i) passant parles points d'intersection de (H) 
et (K) s'obtiendraient en résolvant ce système par rapport à 
a et p. Mais on obtient ainsi des expressions irrationnelles. 

Il est plus simple de remarquer que le point P (a, p) est l'îri' 
tersection des deux courbes représentées par les équations (5), 
en y considérant a et ^ comme coordonnées' courantes. 

La première de ces courbes est la polaire du point de coor- 
données -, 2 par rapport à l'hyperbole (H), et la seconde 

est un cercle dont les coordonnées du centre sont t' t' ^t 

4 4 
le rayon défini par la relation 

,.^ = /-'' + ''/' , PL±SC — 2i£l—!lll 
2 i6 i6 ' 

ce qui donne pour ce ravon la valeur 

A 
Les coordonnées a et g sont réelles toutes les fois que la 
distance du centre de ce cercle à la droilc 

est inférieure au rayon, elles sont imaginaires dans le cas 
La condition de réalité est donc 
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c'esL dire (ju'il y a ud point de concours réel des normales 
aux hyperboles (i)aux points où elles rencontrent les courbes 
(H) et (K), toutes les fois que le point P est contenu à l'inté- 
rieur de la courbe dont l'équation serait, en prenant pour 
coordonnées cotiranles^; et q, 

C'est une- ellipse ayant son centre à l'origine, pour axes 
des droites de longueurs respectives 
A — 2a, 

coïncidant avec les axes de coordonnées. 

Toutes les fois que le point P sera pris en dehors de cette 
ellipse, les coordonnées du point de concours des normales 
seront iinag-inaires, 

5. Par un point donné, mener une droite qui fasse un 
angle donné a<,>ec la tangente, à une courbe, également 
donnée, au point où celle-ci est rencontrée par ta droite 
cherchée. 

La recherche de ces droites présente une entière analogie 
avec le problème de la recherche des normales, la courbe 
/(x, y) = o qui n'en est qu'un eas particulier, celui où 

6 ^=z -; c'est pourquoi l'on donne souvent à de telles droites 

le nom de pseudo-normales, que nous leur conserverons 

Soient donc /{a:, y) = o l'équation d'une courbe plane et 
P{='' P) (/^- f»^ le Poiut d'où il s'agit de lui mener une 
pseudo-normale faisant avec la tangente un angle S. 

Les coordonnées du pied de la pseudo-normale étant x 
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et y, le coefficient uogulaire de la Langenle en ce point a 
pour expression 

et, si l'on appelle m le coefficient angulaire delà pseudo-nor 
maie, il doit, exister entre m et u. larelntion 



les axes de coordonnées étant reclangnla 




Cette équation donne ImmédiolenienE 



-^langO ,^Jj;i,„,a 



/>in(l-,/.co.l 

'"-/;,co.8+/;.i,,(i' 

]-'é([oatioii d'une pseudo-normalo en M {x, y) sera (loi 
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(T) 



claiîl X el Y tes coordonnées courant 

X-^ ^ y-y 
/;coso+/:,sino /;sioa-/; 



équation qui se eonibiid avec celle de la normale en M pour 
=î^. 

Pour que la pseudo-normale passe par un point P (3, 2) 
dn plan, il suffit que l'on ait 



/; cosO -h ;■; sin O /^ sina - f^ ces 
équation qui représente une courbe, de même degré que la 
courbe proposée, lorsque celle-ci est algébrique, et dont les 
points d'intersection avee la proposée seront les pieds des 
p se udo- normal es à la courbe issues du point P. 

En particulier, lorsque la coavhe, f {oc , y) = o représente 
une conique, l'équation (2) représentera également une 
conique dont on ne peut fixer à priori la nature, puis- 
qu'elle est variable avec la valeur de l'angle 6 : mais cette 
courbe passe constamment par le point P(a, p), et pour un 
même point P son équation est la même pour toutes les 
coniques bomoihétiques. 

Dans le cas particulier où = -! cette conique devient 
l'hyperbole équilatcrc, aux pieds des normales. 

6. On donne un triangle rectangle isoscèle OÂB ei l'on 
demande : 

i" L'équation générale des paraboles P tangentes aux 
trois côtés du triangle AOB; 

a" L' équation générale de l'axe de ces paraboles; 

'6" L'équation et la forme du lieu des projections du 
point O sommet de l'angle droit OAB sur les axes des 
paraboles P. 

{École Polytechnique. ~ 1869.} 
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Prenons pour ases de coordonnées ies deux côtés OÂ 
el OB de l'angle droit du Lriangle proposé et désignons par 
a la longueur 

fl = OA=rOB, 

ies trois droites qui forment le triangle OAB ont alors respec- 
tivement pour équations 
(OA) j^o, 

(OJÏ) ,r^o, 

(AB) ^.+j._« = o; 

et l'équation générale des coniques inscrites dans ce triangle 
est 

v/^ -H i/py + v'r(-c + r — «) ^ o, 

a, p et "i- désignant des paramètres variables. 
Celte équation développée donne 

— lia{x^y-)- o^] f + la-i (a a^ + f.j) = o 
que l'on peut écrire 
(f-Y)'.''-ï[«(? + 7)+7(f-T))-^/ 

^(._7)V-[20(»+/)~0'],>+30...(.» + f/) = C,, 

et, par conséquent, pour que ces conrbes soient des paraboles, 
il faut que l'on ail 

(,_.,). (f, _.,).- r,(5 + -,) + -,(B -•,)]• =;0, 

relation qui devient 

«?■.■(» + ? — T) = "- 
Elle peut être vérifiée soit par «^ ^ ^ -; ^ o, soit par les 
valeurs de a, ^ et y qui satisfont à l'équation de condition 
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et il est aisé de voir que l'une quelconque des solutions 
a = o, ^ ^ ou Y ^ o, prise séparément donne des systèmes 
de droites et non des paraboles proprement dites. 

L'élimination de y entre l'équation de la conique éeritc 
plus liant et la condition (i) donne finalement 

Cette équation représente »in système de paraboles effectives, 
et ne renferme pins qu'un seul paramètre arbitraire, à savoir 
â — À.réquatioji (iespavalioles del'énoncés'ccvirafmalement 

(3) {7-X^)^-«(.+l)[3(),^+7)-fl(H-i)]^o. 

L'équation de l'axe de la parabole représentée par l'équa- 
tion Y{j:y)=z o, est 

A f; -1- n f; = o 

(T. I, p. 195). 

Dans le cas présent, A^>,^, lï = X, l'équation de l'axe 
sera donc 

(3) (V + i){x ~},œ) + a{V ~ i)(\ + i) = o. 

On pourrait étudier la loi de déplacement de cette droite 
en cherchant son enveloppe (T. 1, p. 208) ou son équation 
tangenlielle. 

li s'agit maintenant de trouver le lieu du pied de la per- 
pendiculaire abaissée de l'origine sur l'axe, 

L'équalionde cette perpendiculaire est 

(4) \y + ^-=o, 

et l'équation du lieu demandé s'obtiendra en éliminant le 
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paramèti-e X eiiLre (3) et (4) que noi 
au moyen d'une variable auxiliaire ;j, 

Les valeurs proportionnelles de ) 
seconde équation, donnent 



(5) 



(x^+y^r- 



^{^■-■^y){^-fy = o. 



Le lieu représenté par cette équation est une courbe 
du quatrième degré dont les directions asymptotiqnes sont 
imaginaires; ce sont les droites isotropes; la courbe n'a 
donc pas de branches infinies réelles; elle a un point triple 
à l'origine, et les tangentes en ce point sont les bissectrices 
désaxes; la première bissectrice est une tangente de rebrous- 
sement. 

On voit, d'autre part, que l'équation delà courbe ne change 
pas si l'on changea: eaj et_f en œ et que, par conséquent, la 
courbe est symétrique par rapport à la première bissectrice; 
de plus, elle coupe les axes de coordonnées aux points A et B. 

Enfin l'existence du point triple montre que la courbe est 
unicursale, et en posant ^^ [i»;, \). désignant un paramètre 
variable, on peut exprimer les coordonnées de l'nn quel- 
conque de ses points au moyen des formules 



qui permettent d'achever W 
varier a de — w à 4-o=. 






-l'-){' 



■■') 



la courbe < 



_7- On considère la courbe du troisièinff ordre 
1° On demande lu eonduion à laquelle doU-ent ialis 
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faire, les paramètres m et n pour que la droite 

soit tangente à celle courbe ; 

i" On demande le lieu des points d'oïl l'on peut mener 
à la courbe proposée deux tangentes parallèles aux deux 
diamètres conjugués de la courbe 

x^ + y'' -^ laœy = Jî. 

{École Normale. — Kuoncn partiel; i88[.) 

Le faisceau des droites qui joignent l'origine des coordon- 
nées aus points d'intersection de 






( I ) 377» — 37 '« ^f^ — -i " •'^''' ~ '^> 

el si la droite y^= mx -j- n est tangente à la courbe, ce fais- 
ceau doit avoir un rayon double, condition qui s'exprime en 
éliminant x et jr entre les deux dérivées |iarlîelles de l'équa- 
tion (i), prises respectivement par rapport à x cl _)■■, c'est- 
à-dire entre les équations Lomogènes 

3y'—2mxf = o, 



Débarrassées de la solution y=ij, qui entraîne . 
ces équations s'écrivent 
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ot l'on en lii'e immcrlialemeiU. 

n'est lu rclalion qui doit relier m et n pour que la droite 

soit tangenle à la courbe, c'est donc son équation tarigentiel 
et une tangente quelconque à 

pent s'écrire sous la forme 



Les tangentes menées du point M (x, fl) à lu conrlic 
devant être parallèles aux diamètres conjugués de la conique 



leurs coefficients angulaires X et [j, devront satisfaire d'une 

jiarl à la relation 

(3) J,;,. + a(l + ;») + , = o. 

qui lie les coefiicients angulaires de deux diamètres conju- 
gués de cette conique, et d'autre part, comme ces tangentes 
passent par le point de coordonnées (a,^), on doit avoir pour 
ï. et [j, des valeurs vérifiant l'équation 

qui exprime qu'une droite de coefficient angulaire m tangente 
à la courbe passe par le point («, g). 

Si donc on désigne par v la troisième racine de l'équalion 
précédente, il existe entre ces racines et les coefficients les 
relations 

;,a_H,^, + vl = =;, 
>,,...-h«(), + ,^) + E:r=o. 
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l^'c(|iiaLio[i du lien du point M (a, g) s'obtiendra donc en 
éliminant 7», jj, et v entre ces quatre équations. 

L'équalion (3) devient 



(4) «v^ + v-p^o. 
Mais V étant une racine de 

on a d'autre part 

(5) p-v:.-hv^ = 0, 

et il suffit d'élimlnei- v entre (4) et (5) pour avoir l'équation 
du Heu. 

L'élimination se fait simpicment de la façon suivante : des 
deux relations 

v' — VÏ + ? = 0, 

on déduit par addition, en supprimant v = o qui n'esl pas 
solution du système primitif, 

(6) ,= ^_„„_(„_,)=zo, 

et l'élimination de v entre (/\) et (6) donne finalement 

[«(.-. )-?]■-(.-«')[(,.-■) -«?] = <.; 

c'est l'équation dulîeu qui devient, en remplaçant a par :c 
P parjK et développant, 

Le lieu du point M d'où l'on peut mener à 
27/'-/i^-==zio 

11, — fl'j;. lie Odom. anal.. H. 7 
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des langenles paraUèles aux diamètres conjugués de la 



est donc une parabole dont l'axe a pour coefficient angulaire 
a et qu'il est aisé de construire entièrement. 

8. On considère toutes les paraboles tangentes à deux 
droites rectangulaires Ox et Oj% et telles, que la droite PQ 
qui joint leurs points de contact P, Q avec les deux droites, 
passe par un point fixe donné A; 

1° On demande le lieu du point d'intersection de la 
normale en P à l'une de ces paraboles avec le diamètre de 
la même courbe passant en Q ; 

2" On demande l'équation du li''-u des points de ren- 
contre de deux paraboles satisfaisant aux conditions pro- 
posées et dont les axes font un angle donné. 

{École Normale. — Énoncé partiel ; [S76,) 

Prenons comme axes de coordonnées O.r cl O/, et soient 
p et g les coordonnées du point fixe A; la droite PQ aura 
pour équation 

el les coniques tangentes en P et Q aux axes de coordonnées 
auront pour équation générale 



Il faut exprimer que ces coniques sont des paraboles 
Les termes du second degré étant 

11 faut, par conséquent, 

»>=-(>!' + ')' = » 
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ou ble>i 

l'équalion des paraboles satisfaisant à l'énoncé devient 

U^/+[(/-?)-M-^"-/')?=o 

oti, en dévcloppani,, 

(0 (y +i^f -t- 2À(7 - ),/>)^ — 2('/-X/j)/ + (r/ -)./))= =o. 

La normale au point P à ces courbes est la parallèle à Oy 
menée par P; son éqnalion est donc 

(,) (PK) ,.-^ = o; 

le dianaèlre au point Q et dont le coclficienl angulaire est 
— - }., a pour équation 

(3) (QD) / ^Xx-0.p + 'j)=^o; 

et le lieu du point de rencontre du diamètre et de la nor- 
male s'obtient en éliminant X entre (2) et (3), Ces équa- 
tions ordonnées prennent la forme suivante : 

l(x—p) -H 7 — 0, 
1-éqnaùoi. du lieu est donc 

Ce lieu se dédouble en deux droites : la parallèle à l'axe Oy 
menée par le point A, et la parallèle à Ox située à une dis- 
lance doul.de de celle de Â à cette même droite. 

Soient maintenant V el X" les coefïicien ts angulaires des 
axes de deux, paraboles satisfaisant à l'énoncé, et soit /c la 
tangente de l'angle constant que font entre eus ces axes : 
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011 a entre /.' et V la relation 

elX' et "/," doivent d'autre part satisfaire tous deux à l'équation 
aux coefficients angulaires des axes 

(y — Axy—'2A(q + Ap)x—iiq + Ap)y^iq + Apy-—o 
qui, ordonnée, s'écrit 

(5) AM^-pV-^-A[y(^^-p) + '7(^-/')]^-(7-îr■^o- 
Ofl a donc, entre ces deux quantités et les coefficients de 
l'équation (5), les relations 







„ , ,. a[,)'(» + ^) + î(» 


-Pli 


(«-/))■ 




l'étjuaiion (4) peut s'écrive 




,, (i'-V)' (V + !")■- 


-/|VÀ" 



il suffit d'y porLer les valeurs df: À'4- V et de À' /." pour que 
l'élimirralion se trorrve effectirée. L'équation du lieu des points 
de rencontre des deux paraboles est donc 






4 '' [(x-,>)-+(j-ry)'J" 
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iiplifications faites, 



.'i [(^ — py-^ir — g)-]' 

qui représente une courbe du quatriome ordre. 

9. Étant donné un cercle de. rayon r, on demande de 
trouver l'enveloppe d'une droite gui se déplace en fai- 
sant avec la tangente au point où elle rencontre le cercle 
un angle 0. 

Soit 

l'équation du cercle prise par rapport à deus axes rcclangu- 
laires de coordonnées passant par son centre. 

La droite de l'énoncé est une pseudo-normale au cercle, et 
son équation est par conséquent (T. II, p. 89) 

ou, en développant et tenant compte de l'équation du cercle, 
(■.!) X(/sina— arcosB) — Y («^ sinfl + y cosO ) + r^ cosS = o. 

11 faut chercher l'enveloppe de cette droite lorsque x ely 
varient en restant liés par la relation (i), c'est-à-dire lorsque 
le pied de !a pseudo-normale décrit le cercle; el le problème 
à résoudre est analogue à la recherche de la développée 
d'une conique. 

Il faut donc adjoindre à l'équation (3.) sa dérivée prise 
par rapport au paramètre variable qu'elle contient, par 
exemple y considéré en vertu de l'équation (i) comme fonc- 
tion de a; ; cette équation est donc 

(3) (Xcos^-f-YsinO) +7^ (X sin9 — Y cosfl) =0, 

pt pour avoir l'équation du ileu, il suffit d'éliminer ^ el 7 
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enlre les équations (i), (?.) cL (3); !a première donne 

et celte dernière, combinée avec (3), 

XcosQ +Y5inO __ ^ 
XsinO — YcosO ^~ j' 

rappoiL duquel, par des combinaisons très simples, oi 
tire les deii\ suivants, en tenant compte des relations (i 
et(.), 

Xcos9 + Ysi»5 _ j; 
/■^cosO "" /■- 

et 

/■' cos /■- 



Ycob9 — Xsinf) Y 
lenl X ely par les relations 

_X <-,osO^-YslnO 

■^^ cosO ' 

YmsO— XsinO 



valeurs que nous porterons dans (i). 
L'équation du lieu cherché est donc 

(Xcosfl-|-Y3in6)' + (Ycosfl — XslnO)=^ 

ou, calculs et réductions effectuées, 



L'enveloppe de la pseudo-normale au cercle de rayon r est 
un second cercie, concentrique au premier, et de rayon 



Ce résultat était facile à prévoir géométriquement. 
La droite AB (». 7), devant Taire un angle cnnslnnt fi a 
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la langenle eo A, a nécessairement une longueur constante, 
elle sous-tend l'are dont la mesure serait a 6- 

Cette corde route donc sur te cercle concentrique au ure- 
mier c[ui aurait [)our rayon la perpendiculaire OK abaissée 




du centre s 


iur le milieu de AB et le triangle OK.A. d* 


immédiatemer 


itia valeur de OK, 




OK=rcos(i. 


C'est j.ien le i 


■ésultat donné par l'analvse. 



10. Étant donnés une ellipse A et un point P dans son 
plan, on mène de ce point P des normales à l'ellipse A, 
et l'on considère la conique B qui passe par le point P et 
les pieds des quatre normales . 

Trouver le lieu des foyers de la conique B quand l'el- 
lipse A oarie de manière que ses foyers restent fixes. 
[École normale. — Énoncé partiel; 1873.) 

Les ellipses homofocales rapportées à leur centre et à 
leurs ases oni, comme équation générale, a ci b étant des 
constanles, 

ï, désignant un paramètre arliitraire. 
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La conique B n'est autre chose que l'hyperbole des. nor- 
males relative au point P {p, q). 
Son équation est donc 

■^ — /' ^ y — ? 

^ y 

qui, développée, s'écrit, en posant «^ — i^ == c^, 

(B) c=a;7-i-7(è^-4-X)^— /)(t(^ + X)y^o. 

Le lieu des foyers de cette Iiyperbole s'obtiendra en éli- 
minant le paramètre variable entre les équations des hyper- 
boles aux foyers qui, pour une conique donl l'équation 

^ a;^ -1- a B a-.y -h C y- + 2Da^-i-2E7M-F = o, 
ont pour équations, (a, ^) étant les coordonnées du foyer, 
I (AC — B'^jap — (BD — AF)a — (BE-Cn)p-+-DE — I5F = o, 

(AC — B=) (a=— p'^) — a{BE — CD)ix 
( + 2 (BD — AE)p-i-(C — A) F + D^ — E^ — o. 

Dans le cas qui nous occupe 



F,-- 



-p(a'^A) 



Ces hyperboles devlennenl donc 

|e'«p + c-,(f+l). 

- eV (o- + 1) S + TO(a> + ),)(4-+ !) = (., 
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ut cuUe (iernière équalion pouvant s'écrire 

|c'f,+.,(i'+»)]--Ic'l-p(o^ I- ),)]'=: O, 

Ips éqiialions des hyperboles aux foyers seront 

(,) -c';,(a' + ),)S+/.,(o' + l)(S- + ),) = °, 

|lc'p + 5(S> + J)]'-[e-.-jO(<.' + !,)]■ = o. 

Celle dernière équalion se décompose en un produit de 
deux i'acteurs et le lieu des foyers se dédouble en deux 
[lartles : l'une que l'on obtiendra en éliminant ï. entre 

I c' [c> .f, + <, (6- + ),) .-,)(o' + ),)p] 
(1) +/.,(o' + l)(f+l) = i), 

( e'(fi-«)+?(6' + l)+;j(o- + À) = o, 
l'autre en éliminant À entre 

e"[c'.S + ,(i>- + »)--;;(o' + l)(i] 
(j-) +TO(<.'+)0(i.' + l)^o. 

(e-C + PJ + îC + M+PCo'+M^o; 

fit ce dé double m en i du lieu, des foyers était facile à prévoir, 
toutes les coniques (B) ayant mêmes directions d'axes. 
Le système (2) ordonné par rapporl. à \ devient 

1 -^c^(c-a.p + gi>'-<t-pa'-p)-hprja°-b--==o, 

' (p + q)l-hc^{p—(^)+pa- + qb-- — o, 

et l'élimination se fall immcdialemeni ; car, de la sceonde dr 
ces équations, on tire 



'^ (&-:,) + pa-' + g !>■- 
et cette valeur de >. porlco dar 



p + q 
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/7ç[cMS~ï)-H/>«^-h'/6-]' 

-^ {p + ,/)^ [c^c- ^r^ H-qb^c,- pa^p) + pqa^ b'\ — 

C'est l'équation d'une conique (ionl l'eiisenihle des tenues 
du plus haut degré est 

c'pq(p-^y + C-{p + qY^^~C-{p^>.j)ip-^)i'J^-P'^) 
ou, après réduction, 

c> [pq{^^ + p^) + (p + qy-^p _ (^ + f/) (^ _ i) {>j-^-pP]. 
Le discriminant de cette forme homogène en x et g serait 

S = acV? (/' + ?)■-> 
qui no peuts'annuler que si le point P est à l'origine ou sur 
la seconde bisseclvice. Le premier lieu sera une ellipse quand 
le point P aura ses deux coordonnées de même signe ; des 
hjperholes dans le cas contraire. On aura donc des ellipses 
dans le premier el le troisième quadrant, des hjperholes 
dans le deuxième et le quatrième. Lorsque ce point est sur 
la seconde hissectrice, on a des paraboles; enfin, lorsque 1* 
est sur l'un des a\es, le lieu se réduit à une douhle droite 
confondue avec cet axe. 

En opérant de la même manière sur les équations (a'), on 
trouve pour résultat de l'élimination de /. 

pq[c^7. + p)-hqb^~pa^Y 

— (r/~/))[oM?ï-/'p)-i-/>'7(«' + ^'][cM^ + fO + 7^'— -p«M 

+ (q—py'[c"-{c^a.p+qb''a—pa^p)+pqa''b-\ = o 

C'est encore une conique dont l'ensemble des termes du 
second degré est 

c'[pq{-^ + py~(q~r)(/r^- r^)(.-^^'')^{'r- py-^p]. 
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et le discrimiiiaiU tfns termes du plus haut dogcé sera cette 
fois 

3 = — a/)çc'(/j — 7)', 

qui ne s'anmde que lorsque le point P est sur ta première 
bissectrice. Contrairement au cas précèdent, l'équation qtii 
nous occupe représente des ellipses quand le point P est 
situé dans ledeusième et le quatrième quadrant; ce sont des 
hyperboles quand il est dans le premier ou le troisième; 
enfin des paraboles quand le point P est sur la première 
bissectrice. 

De même que dans le cas précédent, lorsque Se point P 
est sur l'un des axes, le lieu se réduit à une double droite 
qui est l'axe lui-même. 

H. On donne trois points fixes A,B,Cei une droite fixe 
Ptii passant par le point A. Trouver le lieu du point de con- 
tact des droites parallèles « ANe( tangentes aux coniques 
circonscrites au triangle ABC et louchant (a droite AN. 

Ce lieu est une conique : on demande le lieu des foyers 
de ces coniques quand la position de la droite AN varie. 
[École formate. — i863.) 

1" Prenons comme axes des coordonnées les droites AG 
et AB (fig.^)', appelons a la longueur AB et 6 k longueur 
AC, 

sera l'équation de la droite AN; et l'équation générale des 
coniques tangentes à l'origiue à celte droite sera de la 
forme 

Aa;'^H- aBa-j + Cr' — {mx -^- ny) = o; 

CCS coniqiici dolvejit passer en 15, on a donc la condition 
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en leiiant comple de ces deux relations de condition. Féqui 
lion générale des coniques devient 

(iqualion que l'on peitL écrire 

(i) bmœ'' -+- ?.ab'k xy -(- tiay^ — ab {mœ ~\~ ny) ^= o. 

Les points de contact des tangenles parallèles à iiiie c< 




laine direction étant au point de rencontre de la courbe avec 
le diamètre conjugué à celte direction de cordes, il suffit 
d'éliminer X entre l'équation de la courbe el celle du diamètre 
conjugué à la direction de cordes AN. 
L'équation de ce diamètre est 

■>. hmx H- 7. nb \ y — abm -iobl.r y^i an y ~ abn 
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et, en dévelojipdEl el simplifiant, 

(2) ab {mx- ny)l -+- mn {ay - U.t) = o. 

11 reste ù éliminer X entre (a) et (i). LV^qu^ulon or.loiiiH'e 
par rapport à \ devient 

'iahxy\-{- bmx^ + any' — ai (m,c -1- /ij ) =t^ o 

et le résultat de l'élimination est, en supprimant le facteur «i, 

{m<c — ny)[bmx^ 4- any'' — ab{mx + ny)^ 
~,.mna-y{ay~bT) = o. 

C'est l'équation cher(;hée;en ordonnant, elle devient 

{mx ^ ny) {any^ — bmx^) 4- ab{in- x^ — n^j=) — o 

OH, plus simplement, 

(3) {mx + ny)[any'^bmx'^--i^ab{mx-ay)]r^-.o. 
Le lieu des points de contact des tangentes parallèles à 

se décompose donc en deux : 

) 'na:-rny = o, 

< any' — hmx^ -+- ah [mx — ny) = o ; 

soit la droite AN elle-même et une coniqnc dont l'équa- 
tion 

(4) any-- - bnix^ + ab [mx - ny) =o 

dépend de la direction de la droite AN. 

a" Lieu des foyers. ■ — Si l'on suppose la droite AN 
mobile et si l'on désigne par son coefficient angulaire, f équa- 
tion (4) deviendra 

( 4' ) ay'-h bix'-~ab{!ix -h y}—<j 
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et représentera un faisceau de coniques dont il s'agit niaîn- 
lenant de trouver le lieu des foyers. Nous allons à cet effet 
chercher le lieu des points (a, g) du plan d'où l'on peut 
mener à la conique des tangentes isotropes, ce qui conduit à 
former d'abord l'équation tangentielle des coniques repré- 
sentées par l'équation (/\ '). Celle-ci s'obtient en écrivant que 



qui représente le faisceau des droites joignant l'origine 
points d'intersection de (40 avec la droite ;ix-(- c.r^ i , a 



4M' 



-hv) — oi(M — Oc)' — o 



qui est l'équation tangentielle demandée. 

L'équation donnant les coefficients angulaires i 
menées d'un point (a, g) à la courbe est donc 









-Û0(«ï 



et pour que le point M(x, p) soit 
équation se réduise à 



1 foyer, il faut que 



igle des axes de coordonu' 
ulte les équations 



_ D[^p{p — b) — ab')] _ 

et l'élimination du paramètres entre ces deux équations nous 
donnera la relation entre a et p nécessaire et suffisante pour 
que l'équation (5) soit vérifiée, c'est-à-dire préctscmenl le lieu 
des foyers cherché. 
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Celle élimination se fait âc suite et l'on obtient pom 
résultat 

xj/l=^(x-«)cos«-3[p{«-a)+a(fc-3)]-«6i = o, 

'3 = \!iX{y—b)cos'.^7.[y{x — a)+a:{x-b)]-ab\ 

lien du quatrième degré dont l'ensemble des termes d'ordre 
le plus élevé esl 

i6 (y C09 2 + j:/) (^' coBii -+- xy) 

et dont par suite les asjmptoles sont parallèles aux droites 



j-eos-^ + 7 = u. 

La méthode exposée dans la résolution do ce problème 
est d'une absolue généralité el l'on peut voir qu'elle meneau 
bnt sans accident et sans qu'il soit nécessaire de s'écarter 
en quoi que ce soit de l'application pure et simple des 
méthodes générales. 

Cependant quelques remarques faites pendant l'exécution 
des calculs peuvent parfois en abréger singulièrement la 
longueur ou la difficulté et rendre plus aisée la discussion 
des résultats. Ceux de nos lecteurs qui voudront bien se 
reporter à la solution qu'a donnée M. Painvin du même pro- 
blème {Nouvelles Annales, a* Série, t. 111, p. 357) y trou- 
veront un exemple intéressant de ces simplifications qui 
ajoutent toujours à l'clégancc de la solution. 
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12. On donne une ellipse rappariée à ses axes 

a"- y'- -^b^j:'- — a''h'-=o 

et dans son plan un point P de coordonnées p, q par 
lequel on mène deux droites parallèles aux bissectrices 
des angles des axes. 

Oaconsidère toutes lesconiques qui passent par les points 
d! intersection de ces droites avec l'ellipse. \" Ecrire l'équa- 
tion générale de ces coniques, et trouver le lieu de leurs 
centres. {On distinguera les portions du lieu correspon- 
dant à des centres d'ellipses et celtes correspondant à des 
centres d'hyperboles.) 

2" On prend la polaire de l'origine des coordonnées par 
rapport à chacune des coniques, et C on abaisse du point)? 
une perpendiculaire sur cette polaire ; lieu du pied de ces 
perpendiculaires. 

y' Parmi les coniques considérées, se trouvent deux para- 
boles; trouver leurs foyers pour une position donnée du 
point Pet tes lieux de ces foyers quand le point f parcourt 
i" une des bissectrices des axes de l'ellipse donnée ; a" la 
circonférence circonscrite au rectangle des axes de cette 
ellipse. 

[École Centrale. — 1888, | 

1" Considérons l'ellipse proposée 

(0 b'œ' + a'y^~a'b'. 

Les équations de deux droites, respectivement parallèles 
aux bissectrices et passant par le point P (/>, q)^ sont 

r- q-[.x-p)^,, 
et 

L'éqnalion gciiérnlc ,les coniques passant par les points 
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d'intorsection de l'ellipse (i) et des deiis droites précédentes 

(5.) b^w^ -h ay-- -a'- b-- -V- lYiy - qV - (œ - py-'l := o, 
7. désignant un paramètre variable. 

L'équation du lieu des centres de ces coniques s'obtiendra 
en éliminant !e paramètre X entre les équations 

1 b^a; — l{x-p)---o, 

ce qui donne 

(4) b''œ(y — q)-i-a^j'{w- -p)^-o 

ou, en développant, 

(H) (a= -:- è-) xj - qb^x -pa^J ~ o. 

C'est une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont 
parallèles aux ases de coordonnées, résultat qui était à pré- 
voir, caries droites (3) passent respectivement par un point 
fixe qui, dans le cas actuel, est rejeté à l'infini et elles se 
correspondent homographiquement. Le Heu de leurs points 
de rencontre est donc une conique. Cette hyperbole passe 
en outre par l'origine des coordonnées oi'i elle a pour tan- 
gente la droite 

qb'-x^ pa'-y----o 

et a son centre au point 

pa'- fib'- 

' ce ^ b' ■' a' -V- b" 

il est donc facile de la construire. 

Il s'agit maintenant de savoir quels sont les points du 
lieu qui correspondent à des centres d'ellipses et ceux qui 
correspondent à des centres d'hyperboles. 

Reprenons l'équation (a) L'ensemble des termes du second 

degré est 

(b^^-^X)x^-^la'--^l)f-^- .... 

B. — Ecc. de Géom.anal., 11. 8 
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Les courtes du système seront donc des ellipses, si l'on a 

des hyperboles dans le cas contraire. 

Comme cas de transition, ce sont des paraboles quand 

il V a donc deux paraboles dans le faisceau, elles correspon- 
dent ans valeurs 

l, -- — a\ 

et pour chacune d'elles le centre s'éloigne à l'infini dans la 
direction des asymptotes de l'hyperbole (H). 

Les coordonnées du centre d'une des coniques du faisceau 
s'expriment en fonction du paramètre variable par tes for- 
mules 

Quand >, prend successivement toutes les valeurs de — m 
à -I- <», les valeurs de x ely sont consignées au Tableau sui- 



y I g 4- ce I - co —^^^ q 

Donc, quand î> varie de — oo à — a-, le point M décrit la 
portion de la courbe comprise entre le point P et l'asymptote 
verticale. Puis X variant de — «^ à -i- b-, le point générateur 
décrit toute la branche de gauche de l'hyperbole et enfin 
quand X varie de b^ k co, le point générateur décrit la por- 
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lion de courbe comprise entre l'asymptote horizontale et ie 
point P. 

Si l'on considère d'autre part le signe du produit 

dans ces mêmes intervalles, on voit ({ire 

de — f^ y --»", le produit est <o, 
de — «^ à +b', le produit est >o, 
el de -i- 6^ à +co, il redevient < o. 

Donc la portion de courbe comprise entre P ell'asymptote 
correspond à des centres d'hyperboles, ainsi que la portion 
comprise entre l'asymptote horizontale et le point P, c'est- 
à-dire, en résumé, toute ta branche de droite de l'hyperbole 
(H_). La branche de gauche correspond, au contraire, à des 
centres d'ellipses. 

Parmi ces derniers se trouveront des centres de cercles, s'il 
y en a parmi les coniques du faisceau. 

Les cercles du faisceau seront donnés par les valeurs de /, 
qui vérifieraient la relation 

b'-l-tl"-':-). 

ou bien 



et Ses coordonnées du centre de ce cercle unique seraient 

^■"-"-~ Vtô^- 

Enfin, l'hyperbole lieu des centres se réduit à un système 
de deux droites rectangulaires quand le point P est sur l'un 
des axes. 

Cette séparation sur le lieu des centres des portions affé- 
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rentes aux centres d'ellipses elaiix centres d'hyperboles, peut 
se faire également en appliquant la méthode très générale 
exposée dans la Note, T. I, p. 3o3. 

Lorsque ï, varie de - aaà ■■- x, oni-cncoatre les valeurs de >, 
suivantes : 

qui produisent un changement dans le signe de la fonction 

(S' -»)(«■ + À). 

Au preniier et au dernier de ces intervalles correspondciU 
des hyperboles, au second des ellipses. 

On peut considérer le lieu des centres comme engendre 
par l'intersection de l'hyperbole 

(H) (a- -I- b^)xj ~qù'x — pa'-y-^ o, 

avec l'une quelconque des droites (3), par exemple 

et, lorsque X varie de - ao à -a", celte droite varie de la 
position 



qui est l'asymptole verticale de l'hyperbole lieu des centres : 
X variant de ~ a^ à + b^, la droite se déplace donc parallè- 
lement à elle-même de 



à l'infini négatif, et slX varie de 6* à-l-oo,la droite se déplace 
parallèlement à elle-même de l'inlîni positif à la position 
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découpent donc l'hyperbole en Lrois Lronçons correspondant 
chacun a un des intervalles de variations de X. 

Le premier et le dernier correspondent à des ccnlrcs 



S 




w 

\ 1 

\l 










\ 





d'hyperboles. Ils forment à eux deux la branche de droite 
de la conrbe. 

Le second correspond à des cenires d'ellipses. 

Il est composé de la branche inférieure de l'hyperbole. 

a" Reprenons l'équation générale de nos coniques. 
La polaire de cette conique par rapport à l'origine est 
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el son coefficient angulaire, -i est indépendant de '/,; les po- 
laires de l'origine par rapport aux diverses coniques du fais- 
ceau sont donc des droites parallèles, et si du point P on 
abaisse une perpendiculaire sur ces diverses polaires, le lieu 
des pieds de ces perpendiculaires successives n'est autre que 
la perpendiculaire elle-même, c'est-à-dire 

y^j — ... 2 , 

qas^py — 7.pq^o. 

Cette droite est parallèle à la diagonale du rcclangle con- 
struit sur les coordonnées du point P; elle passe par le 
poîntP, on peut donc la construire aisément. 

3" Parmi les coniques du faisceau se trouvent, comme on 
l'a vu plus haut, deux paraboles correspondant aux valeurs 
de >,, 

l^r^b', \.^^ — a\ 

Les équations de ces paraboles seront donc 

et 

qui peuvent s'écrire 

(;-i) {a'^b-)y--'rh-'{-ipx-iqy-^q^—p- — a-')--0 

et 

(6) {a^-v-b'-)œ- - a' {-Apj: -' aqy — p"~-+- q^ T- b^) =0, 

l'une de ces paraboles ayant son axe parallèle à l'axe Ox, 
l'autre à l'axe Oy. 

Les coordonnées a, P du foyer de la première sont données 
par l'intersection des deux droites 
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qui s'écrivent, simplificaLJons effectuées, 

( (<i--+6')J = f?, 
I ^p(a■^-(.■).= <.■(o' + '>■-^• + p■). 
et d'où l'on tire les coordonnées dn fojer 

' _ a^ia'-^- b^ - ff- -I- p^) 
■,pia-^b-, 
'•■^ 

a-^ b-' 



\<!--z 



Les coordonnées du foyer de la seconde parabole se dédui- 
raient aisémenL do celies-cl, il suffirait de changer a en g, 
a en 6, et p eïi ^: elles seraient données d'ailleurs par les 
équations 

. {a'^ h^yja' ^ b^-)x' - aH'^.p^ ■ 9.q[t - p-- -^ q'- -,- b'-)] 

qui deviennent 

I 2 ?(«= -1- b'-) S -iz i^ (a= -h b'--p'- H- <7=), 
ol donnent pour coordonnées du second foyer 
, j8) ». - '"'' ^_h'-ia'+b'-p^-i-n') 

Si le point P parcourt par exemple la première bissectrice 
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des axes de coordonoées, p:^ q,et l'on trouve pour les foyers 
de la parabole (5) les valeurs 



"^/ ^""- 



by 



r i-" 



en éliminant p entre ces deux équations, on a le lieu des 
foyers de ces paraboles quand le point P décrit la première 
bissectrice, et ce lieu s pour équation 



C'est une hyperbole équilaière d'asymptotes parallèles aux 
axes de coordonnées et dont le centre est à l'origine. 

Dans les mêmes conditions, les coordonnées (8) du foyer 
des paraboles (6), quand le point P décrit la première bissec- 
trice, deviennent 

a' -r- l>^ '^ ip 

et en éliminant p entre ces deux équations, on trouve égale- 
ment pour lieu des foyers 



Le lieu des foyers des paraboles de la première série, et 
celui des foyers des paraboles de la deuxième série coïn- 
cident donc quand le point P décrit la première bissectrice. 

Quand le point P décrit le cercle circonscrit au rectangle 
des axes de l'ellipse (i), il esiste entre les coordonnées /:> et gr 
de ce point la relation 



p- -i- i-j- 



r^ «= -,- t^ 



elles équations l' 7) de> 
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en éliminant/» et ç entre les équations (9) ei(io), on trouve 
pour lieu des foyers des paraboles (5), quand le point Pdécrit 
la circonférence, 



Le lieu est donc une ellipse concentrique à l'ellipse de 
l'énoncé, ayant mêmes directions d'axes, pour longueur de 



L'élimination de p el q entre les équations (8) modifiées 
par l'introduction de la condition (g) conduirait identique- 
ment au mfime résultat. Ici encore le Heu des foyers des 
paraboles de la seconde série coïncide avec le lieu des foyers 
des paraboles de la première série quand le point P se déplace 
sur le cercle circonscrit au rectangle des axes de l'ellipse (i). 

On peut remarquer en passant que la difTérence des carrés 
des axes de l'ellipse lieu des foyers 



rt= -;- b = 



a--b^ 



est précisément la différence des carrés des axes de l'ellipse 
(2) ; par conséquent ces deux ellipses sont komo/ocates. 

13. On donne dans un plan un point i^ fixe et deux axes 
rectangulaires JixesOxjOy . Par le point i^ on fait passer 
deux droites rectangulaires rencontrant Ox en B e( D et 
Oy en A et G. Par les points h. et ^ on fait passer une 
parabole P tangente aux axes Ox et Oy en ces points; 
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par les points C etT) on fait passer une parabole P' tan- 
gente aux axes Ox et Oy en ces points. 

On fait tourner les droites rectangulaires AB, CD au- 
tour du point tù et l'on demande : 

1° Les équations des paraboles P, P' de leurs axes et de 
leurs directrices ; 

2° L'équation du lieu du point de concours des axes et 
des directrices ; 

3" On prouvera que la distance des foyers est con- 
stante. 

[École Polytechnique. — Énoncé partiel; 1887.1 

i" SoieiiL (/>)'?) les coordonBées du poitiL ',j ; 



Les deux droJLes Mi et CD {Jig. 10) ont pour équation' 
(\B) y -(j - 'f-ix --p) — o, 
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X désignant un paramètre variable, puisque ces deux droites 
sont rectangulaires. 

Par suite toutes les coniques qui sont tangentes en A à OA 
el en B à OB auront pour équation 

Ij. désignant un nouveau paramètre variable, et comme dans 
le cas actuel ces coniques doivent être uniquement des para- 
boles, X et [j, doivent être reliés par la relation 

^JlU- — (Xli— l)'=:0, 



et les paraboles tangentes en A à OA et en B à OB ont pour 
équation générale 

-^^y-'r -.^i L(j-- '/) - >-(^ -/')l--=o 

ou bien 

(I) (P) {y ^ \xr -h 2 (X/. --q) {y- Ix) + [Ip -qf ^ o. 

En opérant absolument de la même manière, on trouve 
pour équation générale des paraboles P' tangentes à Ox en D 
et à O^ en C 

Les axes de ces paraboles s'obtiennent aisément. Prenons 
par exemple les paraboles du premier système représentées 
parl'équation{P);siF(a;,_>') = o représente l'équation d'une 
parabole, l'équation de son axe est 

af;-i-bf; = o, 

c'est-à-dire, dans le cas présent, 
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En opéranl de même, on trouve pour équallon des axes des 
paraboles P' 

(3'l (V ^ I) (X ■- Xj) + (X' - I) (Iq H- /J) -_. O. 

L'équation de la directrice de l'une de ces paraboles, par 
exemple, de la parabole P, s'obtient en remarquant que k 
directrice est la polaire du foyer. 

Les foyers des paraboles P sont à chaque instant à l'inter- 
section de l'axe (3) et de la courbe 

/iBF(::,^)-F^F'p = 0, 

_/iX[p^-la-(V-~?)J[(P-^^c')^>./'-?]='J 

qui peut s'écrire, après simplifications, 

l,--lp]IS-\,.)- dp -,)'=--„. 

Les coordonnées des foyers des paraboles do système F sont 
donc les valeurs de a et p qni satisfont ans relations 

jp,-X=. + ^^(î-Xp).-..o 
et ont, par conscc[nent, pour valeurs respectives 

Un calcul identique donnerait pour les coordonnées des 
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foyers des paraboles du système P' 

r->--i' 

L'équation de la polaire du foyer par rapport aux paraboles 
P, c'est-à-dire de leur directrice, est dès lors 

~ i^p -q) {y- x^-) - iXp-gy-.--o, 

et se réduit à 

(5) œ — ly-- o, 

et le même calcul doune pour la directrice des paraboles P' 
l'équation 

(5') y-i-lœ-o. 

Ces droites passent par l'origine, quelle que soit la parabole 
du système à laquelle elles sont relatives, et pour les para- 
boles de chaque système qui correspondent à une même 
valeur de X elles sont perpendiculaires l'une sur l'autre, ce 
qui était à prévoir puisque les axes des paraboles P et P' sont 
respectivement rectangulaires. 

La directrice d'une parabole du premier système, pour une 
certaine valeur de >,, est donc parallèle à l'axe de la parabole 
du second système correspondant à cette valeur de "k. 
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a" Le Heu du point de concours des ases el des direotrices 
s' obtiendra en éliminant le paramètre variable entre l'équation 
d'un des axes, et celle de la directrice correspondante, c'esl- 
à-dire entre les équations 

l'équation du lieu des points de concours des ases et direc- 
trices dès paraboles P est donc 

(6) (x' ^ y'-y- -r {^- — y- ) {gy — p^} - o. 

De même, le lieu correspondant pour les paraboles P' s'ob- 
tient en éliminant "}. entre 

, (1' + 1) (» " \y) r- (1' - I) (p + M) -^ o, 
lj. + i» = o, 
ce qui donne pour équation de ce lieu 

(6') {.v"- + f-y- + iy'-a^'-)ipx-qy) = o. 

Cette équation est identique à la précédente. Le lieu du 
point de rencontre des axes et directrices est donc le même 
pour les paraboles de l'un et l'autre système. 

Cette courbe a des directions asymptotiques imaginaires : 
les directions isotropes du plan. Elle a un point triple à 
l'origine avec trois tangentes réelles qui ont respeciivement 
pour équations 

a- -i-j = o, 
qy—px — o, 

c'est-à-dire les deux, bissectrices des axes de coordonnées et 
une droite perpendiculaire à la diagonale du rectangle con- 
struit sur les coordonnées du point P (p, g). 
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Celle courbe esl donc unicursaie el les cooriilonnées d'u 
de ses points s'écriront, en posant j'=- tx^ 

_ (p—'jt)(i — i:-^ 



formules qui permettront, en faisant varier (de — ki à --x 
d'obtenir tes valeurs des coordonnées des divers points de 1. 
courbe. 

On voit en outre que la courbe rencontre les axes au 
points de coordonnées x ^ p ^ly —■ q. 



Au lieii de prendre le lieu des points de rencontre de la 
directrice et de l'axe correspondant à une parabole de même 
système, on peut se proposer de chercher le lieu décrit par 
le point de rencontre de l'axe d'une parabole de l'un des 
systèmes avec une directrice de l'autre. Mais les axes des 
paraboles d'un système sont respectivement parallèles aux 
directrices de l'autre, et, si l'on résout le problème analyti- 
quement, on en amené à éliminer 7. entre 

\ (Xr -^ J) (X= + I) -r (r- - 1} [g - \p) = o, 



(1 une part, et 

\ a' -^l)(.T-\yi + {\'- I) (p -r- \q} ^ O, 

I x-ly~(, 

de l'autre. 

Dans les deux cas, l'élimination aboutit y réc|aation sui 

(7) (^'' — y''){py^q^)—o; 

c'est-à-dire que, dans ce cas, le lien du point de rencontre s 



y Google 



compose de Irois droites donl les équations sonl respecli- 
a^-h/r^o, 

py-hqx—.o. 

Ces trois droites sonl donc les deux bissectrices des axes de 
coordonnées et la diagonale ÂB du rectangle construit surles 
coordonnées du poinl is>. 

Ces droites correspondent à des valeurs de },, 



dans le premier cas par exemple, et proviennent de ce fail 
que, pour de telles valeurs de \, l'axe de l'une des paraboles 
coïncide dans toute son étendue avec la directrice de l'autre 
et fait, par conséquent, partie du lieu. 

3" Les foyers des paraboles P et P' ont pour coordonnées 
respeclivement 



" XM 



zlE 



Hp±Wl 



La distance des foyers de deux paraboles correspondant à 
une même valeur de X dans les deux systèmes sera donc 



[r^2^±U<i-ip)-\ 



\-l(p ^\c/)-(f7-'Kp) -\ 
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c'ost-à-dire 

La distance des foyers est donc constante et égale à 

c'est-à-dire à la distance do point P ù l'origine des coor- 
données. 
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CHAPITRE II. 

GfiOMÉTlUE A THOIS DIMEISSIONS. 



■I, Etant donné le cercle 

trouver l'équation des paraboloïdes passant par ce cercle 
et par l'origine des coordonnées. 

{École Polytechnique. — Oral; admissiblliti'. rSSg. ) 

Tontes les surfaces qui passent par ce cercle coiipenl la 
sphcre 

œ- + y^ -J- z' — R^ — -- o 

suivant une seconde courbe plane. 
Soil 

a:cosx-l-/C0sp + 3COS-f — rf=o 

l'éqnation du plan de cetle courbe, les surfaces qn! passenl 
par le cercle (i) auront pour équation générale 

-,-0(a^+j' + ^-i)(a7COS-.iH-ycos3-|- = cos-f-f/)=o, 

q désignant un paramètre variable. 

Or, d'après l'énoncé, les paraboloïdes doivent passer par 
l'origine, ce qui exige que l'on ait 

— R= + 9<r;— 0, 
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et l'éqnaLJon (i) devient 
(2)a;= + j= + ;^-U^ 

.y,^{x+y-\-z- ,)(,roosK.-l-/COSp-h-Cosy — (^)i^o 

dans laquelle 2, p, y sont encore variables. 

1! s'agit maintenant d'exprimer que ces surfaces sont des 
paraboloïdes. Il faut pour cela que le discriminant A de la 
forme homogène qui constitue l'ensemble des termes du se- 
cond degré de i'équatioû (a) soit nul. 

L'équation (^^) ordonnée s'écrit 

.-(i + -cos.j + v-{^.+.^cosPJ 



,(,+ _. co..j(^,+ .^cosr.j(^. + ^casyJ 



R-'T/ R^ •■, (f:ospH-cosT)" 

-^W-^li'"''-) 4 

\ d ■ ) 4 
+ (.-., -ce, j ^ J_o, 
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d'où en chassant les dénominateurs numériques et ordon- 
nant par rapport aux puissances croissantes de -p 



hcospcosv -hcosycosï) ' 

R* I 

-(cosp -HCOSf)- — (cosK -1- cosy)^ 



r Scosacospcos^ — 3[cosk(c< 

R« I 

- -^cos^(cos. + cosv)M 

I_ +a(cosa + co5p)(cos[ 



,ST)^ 

"7^ I -T-— ^vw.^^w.i)=-4-COSY(coSa + C0Sp)'] 

is^ + cosy) (cosy + cosa) , 
c'est-à-dii'c 
4-4^'(cos^ + cos6 + co3-() 

R' 

--^[(cosp — cosYy+(cosv-Hcos:()=-Kcosa-cosi5)=]^o, 

De plus, si l'on remarque que 

(cosp — cosy)=+ (cosy" cosa}^-l- (cosa — cosp)- 
-- (cosa + cosp + cosy)=^- cos^a + cos=p + cos=y, 
il vient iinalement 

[^--^(cosi + cosp+cosY)^ 

R* , . 

-Tj (cos-a + cos^pH-cos-y) -- o. 

Mais, si nous sommes en coordonnées rectangulaires, 
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et la relation entre a, ^, y, qui doit être vérifiée pour que 
les surfaces (2) soient des paraboloïdes, se réduit à 

c[iii se décompose en 

2 — -- (coso; + coBp -i- cosv-h \\ -.--q 

3 _- _ (eosa -i- cosp + cos-f - i) = o. 

2. On donne deux droites non situées dans an iiiênie 
plan; on fait passer par ces droites un paraboîoïde hyper- 
bolique; écrire l'équation de cette surface. 

{Agrégation.— Énoncé partiel; 1862.) 

Prenons comme axe des x la perpendiculaire commune 
aux deux droites ; puis, plaçant l'origine en son milieu, pre- 
nons comme axe des 2 une droite également inclinée sur les 
deux droites données, et comme axe des^ la perpendiculaire 
enOauplan zOx. 

Les équations des deux droites seront dès lors 



(AB) 






iœ -h iny + nz = 
l'équation du plan directeur du paraboîoïde. Une droite 
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quelconque s'appu^ant sur les deux duoiles données a poiii 
équaliops 

elle doit êLi'e parallèle au plan directeur; il faul donc qm 
l'an ait entre les paramètres variables la relalion 



el l'éliminalion de À, [>., v el i: entre les cquaiions (i) et (i^ 
donne l'équalion de la surface cherchée. 
Des deux premières on tire 



ces valeurs, substituées dans la troisième, donnent 
— '2la.{a — a;)(a + x) 

c'est-à-dire 

qui prend la forme définitive 

■iUiœ^^a^) + 2m{«.xy -- az) -b^2n%{zx — a^.y) — o. 
C'est l'équation du lieu. 
'i. On donne l'égualion d'an ellipsoïde rapparié à ses 
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axes; on demande l'équation d'un hyperboioïde ayant les 
mêmes axes et tel que deux mêmes sections principales 
de ees sur/aces aient mêmes foyers. 

(École Polytechnique. — Eiamen oral; aiimission. 1890.) 

Ij'cf(LiaUon d'un ellipsoïde rapporté à ses axes est 



L'équation d'un hjperboioïdo ayant môme? directions 
d'axes est 

Supposons que les sections principales considérées soient 
celles qui se Irouvent dans les plans 3^0/ et zOx. 
Leurs équations respectives sont, dans ces plans, 



et ces deux ellipses étanl homofocalcs, 



X désignant un paramètre variable. 

D'autre part, les sections des deux surfaces parle plan .;0^ 
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et pour que l'ellipse et l'hyperbole ainsi déter 
homofocales, il faudra que l'on ail de même 



H désignant un nouveau paramètre. 

Si nous comparons ces relations aux. premières, 
tirons immédiatement 



;t, par conséquent, i'éqnalion de l'hyperboloïde devient 



On voit qu'il existe une infinité d'iivperboloïdes remplis 
sant la condition de l'énoncé. 



4. On donne trois axes de coordonnées; dans le plan des 
xy un cercle tangent en O à Oy. 

Trouver la surface engendrée par une droite qui s'ap- 
puie sur l'axe des z et sur le cercle de telle façon que, 
A eî B désignant les points de rencontre de la droite mo- 
bile avec le cercle et Os, on ait 

OA=OB. 

Soil r le rayon du cercle C. Désig^nons par p la longueur 
OA {fig- i 1 }, par (û l'angle ÂO X l'équation de ce cercle sera 

OU bien 

Les érjiiations de !a droite A.lî, intersection dos plans qui 
la projettent sur ies plans des coordonnées mOy et zOx 
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sont 

(3) 




J7 ; 


à conditior 


que W 


n ait 

Fis. 'i- 




11 sulîii doue d'éliminer ui et p entre les équations { i ) cl (a) 
pour avoir l'équation de la surface cherchée. 
On a successivement 



On a donc linalcment 



\/œ-'-i-y' 



_(a^S_l_j-S)]=— 32^.^(.,.îj-yî). 
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qui se décompose on 
et 

équation d'une surface du quatrième ordre. 

5. Par un point fixe O on mène une droite mobile OM et 
l'on prend une série de points dans l' espace ; de chacun de 
ces points on abaisse une perpendiculaire sur la droite : 
soit r la longueur de cette perpendiculaire. Sur OM, à 

partir du point O, on porte une longueur OM = —==■, on 

\/^r' 
obtient ainsi un point M dont on demande le lieu géomé- 
trique. 

(École Polytechnique. — Itsamcn oral; admissibîliLi;, 1890.) 

Prenons le point fixe O comme origine et trois plans rec- 
tangulaires passant en O comme pians de coordonnées. 
La droite mobile OM a pour équations 



s, p, Y désignant ses cosinus directeurs. 
Soient 

AiC«,6,c,), A,(asZ.,c2), Kr.{a„b„c„) 

les points de l'espace dont il s'agit. 

l^a distance de l'nn de ces points A^ à la droite a pour ex- 
pression 



- /iH-eJ.) — [7.«j + f.6/.+ 7C/.1' 
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^,2k»''-?<")'+(?<"- 



d'autre part, si (^, J', '-) sonL les coordonnées du point M du 



en vertu de l'énoncé, c'est-à-dire 

et, pour avoir le lieu du point M, il suffit d'éliminer a, ,?, 7 
entre cette équation et les équations ( 1). 
Il vient ainsi 

Le lieu dn point M est donc une surface du second degré. 
6. On donne, une surface du second ordre 

et une droite 

trouver l'équation d'un plan langent mené par celle 
droite à la surface. 

Trouver les équations de la corde des contacts. 

L'équation du plan tangent au point (a;, y, a) est 

x/;+Y/;+z/;'+T/;=o. 

Ce plan passera par la droite (2) si son équation est véri- 
fiée par les coordonnées d'un point qTieleonque de la droite, 
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c'est- à-dire, si celte équation dans laquelle on remplace les 
coordonnées courantes par celles d'im point quelconque de 
la (Smle, devient une identité. Les équations (?.) donnent 



1 désignant un paramètre arbitraire ; le résultat de la substi- 
doit donc être indépendant de X, ce qui exige 

.«./^Hr./;-H5./;+T/,'=o, 

La première de ces équations est le plan polaire du point 
(^oiJo)-En) par rapport â la surface f{x,y,z)=o; la se- 
conde, celle du plan diamétral conjugué de la direction de la 
<lroile donnée. Les points de contact se trouvent donc à l'in- 
tersection de la surface 

avec !a droite représentée par les équations 

c'est la droite des contacts, 
7. On donne un ellipsoide 
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On considère une droite tangente à l'ellipsoïde^ nor- 
male à la droite, et la rencontrant; lieu du point de 
contact. 



[École Poljtechniqui 



1890.) 



Soient M {/ig. 12), un des points de contact satisfaisant à 
l'énoncé, et D la droite donnée. 

La tangente MT en M est contenue dans le pian tangent 




V, el cette tangente MT rencontrera D et lui sei'a normale, 
si D est perpendiculaire au plan P. Une tangente en M satis- 
faisant à l'énoncé n'est donc autre chose que l'intersection du 
plan tangent en M, et du plan perpendiculaire à ce dernier 
mené par M et la droite D ; c'est ce que nous allons exprimer. 
Le plan tangent en un point M (Ç, r„ à l'ellipsoïde a pour 
équation 

X^ Yy| 7'^ _ _ 

un plan quelconque passant par la droite D sera 
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représentant un paramètre variable, et il faut écnrc que 
ce plan passe en M, ce qui détermine 9 par la relation 

L'équation d'un plan passant en ÎVI et par D sera donc 

[rî(X-a,.)-«(V^y.)HY(-1-/.l-P(t-%)] 

-[ME-'r.)-"(i~,r.)J[ï(ï-j-.)-f>(2--.)] = o 

qui, développée, s'écrit 

?[T(-i~,r.)-r'U--'.)JX+f[.(î-=.)-T(ï~^.)lï 

+ f.[(.(t-j;.)-.(-i-r,)iz+...=o, 

et, pour que ce plan soit perpendiculaire au pian tangent, il 
faut que l'on ait 

p|-,[l'(-'i-J.)-f(»--.)l-'-p5i["(ï-=.)— ,'(!-».)] 

Calculs efïecLuéSjil viciiL 

-1 "* j • ° ï H- '■ — %T — — "i -H • " ''' " i; — O, 



équation qui représente une surface du second ordre passant 



par 1 



isine des coordonnées. 



Le lieu du point M sera la courbe d'intersection de l'ellip- 
soïde (i) avec la surface représentée par l'équation (2). 

8. On donne un ellipsoidc rapporté à son cenCreet à ses 
axes et une tangente à la sur/ace au sommet situé sur la 
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partie positive de OZ : mener des tangentes à l'ellipsoïde 
perpendiculaires à la tangente donnée en un point donné. 
Soit 

i'équation de rellipsoïde. 

Les équations delà tangente donnée sont 

et les coordovinéos du point donné de cette droite seioiil 
a,'---., / = &, . = c. 

Les tangentes dont on demande l'équation sont à riolef- 
section du plan mené par le point P perpendiculairement à 
la droite donnée, avec Je cône circonscrit à l'eillpsoïdc à pat tir 
de ce même point. 

L'équation du plan s'écrit 

(3) j-<a+i{^„--.)^n; 

et celle du cône circonscrit 



(4) 



I ('if. ^^J £ _ Y— 



Ces deux équations associcei définisscnL les droites cliej- 
chées. 

RemaROUES. — {a) Si l'on suppose que le point P se déplace 
sur la tangente fixe, le lieu des droites de l'énoncé est une 
surface conoïde, dont Tiicpiallon, olitcniie en éliminant (e 
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paramètre -j. entre les équations (3) et (4) sera 

{b) Le lieu des points de contact des tangentes menées 
conformément à l'énoncé est une courbe gauche, intersection 
de l'ellipsoïde donné avec lasurface conoide que nous venons 
d'obtenir, ou, plus simplement, avec le paraboioïde hyper- 
bolique 

H. Élant donnée l'équation d'un ellipsoïde 



on demande : 

l" Les équations de la normale au point (a, ^^ y) ; 

2" Les coordonnées du second point d'intersection de la 
normale avec la surface. 

{École Polytechnique. — Admissililliti;; i8gu.) 

1^ Les équations de la normale au point de coordonnées 
{«, &, -ï) sont 






et comme le point 
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s éqiLaûons (i) nous doi 



(3) 



pour équations de la normale, p désignant la dislance du 
point M {x,y, z) au point P (a, p, y)i ^^ P^*" conséquent 
nous aurons les valeurs de p correspondant aux points d'in- 
tersection de la surface et de la droite en remplaçant (x, y, z) 
dans l'équation de cette surface par leurs valeurs tirées des 
équations (3). 

ou, en développant et tenant compte de la relation (2), 

équation qui donne les valeurs de p correspondant aux points 
d'intersection de l'ellipsoïde et de la normale. 

L'une de ces valeurs, p = o, donne le pied de la normale 

L'autre valeur de p 
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donne pour coordonnées du second point d'intersection 

en fonction des coordonnées (a, fl, y) ^k pis<i "^^ la normale. 

iÛ. /.i'eH c/e.î sommets des cônes passant par une ellipse 
donnée^ et coupant un plan donné suivant une hyperbole 
équilatère. 

{Bourses de Licence, — i8S4, < 

Prenons comme ases des x et des y les axes de l'ellipse 
et pour axe des s une verticale passant par son centre. 
Les équations de l'ellipse donnée seront alors 



Soient (a, fi, '() les coordonnées dn sommet d'nn des c6ni 
répondant à l'énoncé; une quelconque de ses génératrice 
aura pour équations 



y^-j^ 



1 paramètre variable; et, cette génératrice devant 
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s'a^[jti3'er sur l'eillpse, les équations 

( v+XZ = o 

devront être vérifiées simultanément. 

L'équation, générale des cônes de l'cnoiicé s'obtiendra 
donc en éliminant X entre ces deux équalions, ce qui donne 

Soit mamtenanl 

(2) (îr + ».rH-»5 + ,;=r(> 

le plan flxe que tous ces cônes doivent couper suivant une 
hyperbole éqiiilatère. 

Tout plan parallèle au plan (a) qui passerait au sommet 
du cône le couperait suivant un système de deux droites 

Un cône parallèle au premier, et ayant son sommet à l'ori- 
gine, aurait pour équation 

^\â' "^ P ,) "^ U' "^ 6^ ~ ' .) ''~ i;^'^^ _ -^ 5^ ^ o; 

le plan parallèle au plan fixe mené par l'origine aurait do 
même pour équation 

et il suffit d'exprimer que ces deux nouvelles surfaces se 
coupent suivant deux droites rectangulaires pour avoir satisfait 
à l'énonce. 
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Or im cône 

A.r-+ .V>'+ ,V'3'+ '.flj-ii -l- 5.p'»» + !ir."i/=^/(i,j-,s) = o 

el ,m plan 

).a! + ;i/ + v. = <, 

se coupent snivanLun système de denx clroiles rectangulaires 
si l'on a 

(3) /(À, ,.,,)-(A + A.' + A")(J'+ ;,.■+.') =o; 

et, en appliquant cette relation, on trouve 

équation qui lie les coordonnées du sommet de ces divers 
cônes et qui est par suite l'éqnation du lieu cherché. 

Simplifiant et remplaçant (a, p, -y) par (^iJKi s)i l'équa- 
tion devient 

Le lien des sommets des cônes de l'énoncé est donc une 
surface du second ordre, qui contient, comme il est aisé de 
s'en rendre compte, l'ellipse primitive 



Nota. — Sous rappellerons ici brièvement la démonstra- 
tion de la formule (3) qui nous a servi à exprimer que deux 
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droites représentées par l'intersection du cône 

et du pbn 

sont rectangulaires. 

Un cône dont l'équation est 

oii /, m et n sont arbitraires, contient évidemment les deux 
droites données. 

Il contiendra la normale au plan 

f{\, ^, V) - [r- 1- y."- -+- •/=)(/>, + ,»,. + «V) ■- .., 

et les deux droites seront rectangulaires si ce cône est capable 
d'un trièdre trireetangle, ce qui exige 

A + A' -^ A" -h a + /n •,. + /i V — o. 
L'élimination de 

entre ces deux dernières équations donne la formule {'6) 
/(;,ix,v)-(A + A'H-A")(X= + t^^ + v^)=o ('). 

11. On donne dans un plan deux ellipses ayant leurs 
axes dirigés suivant les mêmes droites; on considère deux 
cônes égaux ayant respectivement pour directrices les 
ellipses données. Lieu des sommets de ces cônes. 

(Concours général. — 1870.) 
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Prenons comme origine le centre commun des deus ellipses ; 
pour axes des x el des j' leurs directions d'axes, et pour axe 
des 2 la perpendiculaire en leur centre au plan des xy. 

Leurs équations sont alors 

(') $+^-'=«- 

L'équation d'un cône ayant pour sommet un point (5,'/},Ç) 
et ponr directrice la conique (i) aura pour équation ( Voir. 
Chap. II, Surfaces coniques)^ 



nd cône esl 

(M- 



De même eelle du second côn 

( ï" „■ , ï" ... . ( e 






»Ï5- 



JU~Ï' = 



Soient 5, ./, / les racines de l'équation en S du pre 
cône, 1,3, c" les racines de l'équation en S du second c 
les deux surfaces seront identiques si l'on a 

Formons l'équation en S du premier cône 
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L'éc[uation en S du second cône s'obtient en changeant 
a et è en a et p dans cette dernière équation. 

Soit X la valeur commune des trois rapports (5); on a 

On peut donc écrire 






.■PMP+v+;'-a'-t'') _ 



<9> TF!-.----"-'- 

Éliminons X entre ces équations, i 

„■■ .. + M „■+;,■) 
;■ + ,. + ■:.-.■-?■ 

Le lieu est donc une courbe ganche, les équations préc 
dentés peuvent s'écrire 
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L'équation (lo) est celle d'une surface du second ordre 
ajaiit pour centre le centre commun des ellipses, cl pour 
plans principaux les plans de coordonnées. 

L'équation (i i) représente iine sphèreajant également son 
centre à l'origine; le lieu demandé est donc l'intersection 
d'une surface du second degré par une sphère concentrique. 

12. Trouver le lieu des centres des surf aces représentées 
par l'équation 

(i) ai^-\-y' — z^+ 2pyz-h2qzx — 2as! — 2l>y — at;^o 

{a, b, c étant des paramètres positifs donnés, p et q des 
paramètres variables) : 

i" Lorsque p et q varient de toutes les façons possibles; 

a" Lorsque p et q varient de manière que Véquatinn 
représente un cône. 

{École Polytechnique. — Énoncé (lartiel. iSGa.) 

Les équations qui donnent les coordonnées du centre di; 
l'une des surfaces de l'éBOncé, sont 

/;-= x + qz-a =0. 

fy= y^p^-i' ^o- 

fl^px-S-qy-z-c---^^, 

et le lieu des centres, dans le cas te plus général, s'obtient en 
éliminant entre ces équations les param.ètres variables p et q. 
Ces équations, rendues homogènes au moyen d'un nouveau 
paramètre r, deviennent 
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eL l'éliminant est 

c|iii, développé, s'écrit 

C'est l'équation du liea qui se décompose on 

cette dernière équation représente une sphère passant à l'o 
gliie des coordonnées, dont le centre a pour co 



et dont le ravon est 

Pour que l'équation (i) représente des cènes, il faut ([ue 
le discriminant H^^o de l'équation (i) rendue homogène 
par l'introduetion d'une variable arbitraire t soit nul, c'est- 



qui, développé, donne la relation 

a^+b'^—c'—iaq— bpf -^ ■ic{aq^hp) —o. 
Si l'on tient compte de celte relation entre/? el q, I 
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lion {[) devient, en effectuantia décomposilion en carr 

le terme constant Lie la décomposition 
H 

étant nul d'après la remarqite précédente. 

Les sommets de ces cônes sont donnés par les vnlei 
x,y et z qui vérifient à la fois les équations 



Celles-ci, rendues homogènes par l'introduction d'il 
iable auxiliaire, s'écriront 

,.= + r(j,-o)=o, 
/!.» + '■ (r-i.) = o, 

il le lieu s'obtient en éliminant p, (/, /■ entre elles. 
L'éliminant est donc 



qtil, développé, devienL 
ee lieu se décompose en 
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Celte dernière équation représente une sphère évanouis- 
sante dont le centre a pour coordonnées a, 6 sur te plan xOy. 

Le lieu des centres des surfaces représentées par l'équa- 
tion ([) et qui se compose, comme nous avons vu, d'un plan 
et d'une sphère, est donc tel que le plan ^O^est précisément 
la partie du lien qui correspond aux cônes du système. 

13. Lieu des sommets des paraboloïdes de révolution qui 
passent par une conique donnée dans le plan des .rj . 

(École Polytechnique. — Examen oral; admission. 1890-) 

Nous prendrons comme origine des coordonnées le centre 
de la conique dans le plan des xj-'. Comme ax.es Ox et Or 
les axes de cette conique, et comme axe des :, ime perpen- 
diculaire en O au plan des xy. 

Les équations de la conique seront 

et une surface du second degré quelconque aura pour équa - 



('i) \x--h i'/- -I- X's^ -H a ^ys H- a ij.'z-x 

-h 2ii."xy -\- i-^a; -^ 2i'y -^- 2v"jH-:t^o, 

l^our qu'elle passe par la conique (1), il faut que son inter- 
section avec xOy se réduise à l'équation de cette conique. 
On doit donc avoir tout d'abord 



et les surfaces du second ordre remplissant cette première 
condition, seront de la forme 

(3) a^x^-\- by^ + l" z- -i- 2ii.ys -ir ^<^' ^x -<r 2V'z + K. — 0. 

Pour qu'une telle surface soit de révolution, il faut, puis- 
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que ruii dc3 rectangles est déjà nul, qu'il y en ait encore au 
moins un nul. Supposons, par exemple, 



il laudra de plus, dans ce cas, que la condition 

(4) («.__i^)(V'-è^)-,,.'^ = o 

soil remplie. 

L'axe de révolution avant alors comme équations 

I 0^ = 0, 

] i,.'ib^^^.")(l"-b'-)lb'a:)=--0 
ou 

Enfin, la surface devant être un parabotoïde, son ceutrc 
doit être rejeté à l'infini, ce qui exige (a condition 



L'équation générale des paraboloïdes de l'énoncé sera dom 
a=a;î _,_ bY- -+- Vz-' + 2 ./;« -+- 2 v"; + K = o 

et devient, en tenant compte des relations (i) et (5), des 
quelles on tire 

et posant v"=: f(, 

( G ) rt"-.«^ + * V^ + c=32 + 5 acr=: -t- a a 3 + K ^ o, 

qui ne contient plus qu'un seul paramètre arbitraire. 
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Les équations de l'a\e de ces paraboloïdes sont 



Ces axes restent donc constamment dans le plan zOœ et 
le lien des sommets s'obtiendra par l'éliioination do entre 
les équations (6) et (7), ce qiii donne 



(8) 






C'est donc la conrbe d'intersection dn plan zOx avec la 
surface du second ordre 

c [a^x'-i-b-y^-i- (a=+ b-) :^] -h -lac^jz -h -lab"- sx -h cK — o. 

14. Reconnaître les diverses surfaces représentées par 
C équation 



et démontrer que la condition nécessaire et suffisante 
pour obtenir une surface de révolution est 



en supposant les axes des coordonnées rectangulaires. 
(École Polytechnique. — 1861,) 

L'éqnalion des surfaces proposées peiit s'écrire, en déve- 
loppant, 

(0 ax^ + by'- -r cz^^aays -^- 2b:x -\' icxy — \ =L o, 

et cette équation ne contenant aucun terme du premier 
degré, l'origine sera toujours un centre de la surface. 
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L'éqi.i3lL0n en S, de ces surfaces, se 



(^-) 



\ S^~{a^b-hc)S.^-{n-'-+h"- + c-^—bc — ab-ca)5 



qui penL s'écrire en remarquant que 
a- 4- b^ -h c''~bc — ab - 



-■6abo-.-- ia + b-v-c) 






[a-vb H- c) S^ — /.-^S-r- (" -^ b H- C) lc=r-<, 
é de remarquer que celle équalion admet 



D'autre part, l'équation (i) ne contenant pas de termes du 
premier degré, le discriminant H de la forme obtenue en 
rendant homogène le premier membre de l'équation (r) an 
moyeu d'ane variable auxiliaire t aurait pour expression 



H 



L'éqnation réduite de ces surfaces rapportées à leurs pk 
principaux serait donc de la forme 

(a-l- i + c)x-^ ^7^+ kz'^— I =^0 ; 

si donc nous supposons, ce qui est le cas le plus général. 
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nous voyons que les surfaces représentées par ['éqLial.ioii (i) 
seront suivant que 

a-hb-hc 

sera on plus grand ou plus petit que zéro, des liyperboloïdes 
à une seule nappe, ou à deux nappes, et que, pour le cas 
particulier où 

elles deviennent des cylindres hyperboliques. 

Nous avons encore à étudier le cas oi\ l'on auryil /, ■-= o ; 

ce qui ne peut avoir lieu que lorsque 

Mais alors l'équation réduite devient simplcmenl 

qui représente un système de plans parallèles, réels ou ima- 
ginaires, suivant que a est positif ou négatif. Eniin, lorsque 



l'équation représente des hyperboloïdes, et ces hyperbo- 
toïdes sont de révolution toutes les fois que l'on a 



(a ~b^cyrz=a-''\' b- + c'- — aO -- bc - 

réduit à 

ab + Oc-h ca^^o 
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Ce résuliat peut s'obtenir d'une façon toute difiérenlc, 
et directement en considérant l'équation primitive 

Si tout d'abord l'on suppose l'une des quantités a, b ou c 
nuUe, il faut nécessairement, pour que la surface soit de 
révolution, que l'une des autres le soit. Supposons par 
exemple 

b = C = Q, 

les surfaces se réduisent alors à 

et la condition générale de révolution 

( V— AHV — A)— B'urio 
devenant ici à 



est par suite toujours vérifiée. Les surfaces sont dans ce 
cas des byperboloïdes de révolution et deviennent des cônes 
pour a infini. 

L'axe de rcs'ohitiou a pour équation dans ce cas 

\y + z = o, 

droite située dans le plan zOy à F intersection de ce plan avec 
le plan bissecteur du second dièdre formé par les plans x Oy 
elzOx. 

L'axe de rcvolulion est donc la seconde bissectrice de 
l'angle sOj-. 

[Remarouk. — Il est inutile d'envisager le cas où les 
trois rectangles seraient nuls dans l'équation (i), car alors 
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c'cst-à-dJrc à une impossibilité). 
Supposons maintenanL 

Dans ce cas, l:i condiLion de révolulion 

se iccluil il 

(3) s^„_5£ = j_™,= „„ïi, 

relaLions qui dormenl naissance ans suivantes ; 

et comme 

sonl différents de /X-.vo, ces trois relations se ri 
relation unique 

al/ + hc ■+■ nn ~ , 

qui, eo divisant par aOc, s'écrit 



Si deux des quantités a, b, c n'étant pas nulles sont 
égales entre elles, on ne peut plus opérer de celle façon. 
Examinons le cas où b = c tout en restant différent de ci; il 
H. — Ex. de Geom. anal., IL Ji 
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est aisé (te voir que clans ces conditions les éqiialions (3) 
se rédiiisenL à 

ce qui nous donne 

et, dans ce cas encore, la condition 



t an cas on 



l'éqiiaûon { i ) ne possédant pas de termes du premief degré. 

15. X, y et zreprésentant des coordonnées rectangulaires 
et m un paramètre variable, on demande de déterminer 
les diverses surfaces que peut représenter l'équation 

_^(.,.r + y.- + =^)^,,„=_3m+,, 
m variant de — a: à + k. 

{Ecole Polytechnique. — iSM. ) 

11 existe phisiours méthodes pour résoudre ce problème, 
nous emploierons ici l'équation en S qui permet de mener 
le calcul jusqu'au IdouI, avec beaucoup de simplicité et d'é- 
légance. 

L'équation en S des surfaces reprosentccs par l'équation (j) 
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(3) S'-(4m=4-3)S^+V«-'(,»^+2)S 

On peut remarriucr, Lont d'abord, que, quelle que soit la 
valeur du paramètre m, un seul des coefficients de celle 
équation peul changer de signe, c'est le dernier, 

4(m'+0('» + 0('»-i), 
qui reste positif pour tontes les valeurs de m comprises entre 
— 00 et — I cl entre + i et + oo el devient négatif pour les 
valeurs de m comprises entre — i el + i . 

D'autre part, le calcul du discriminant doimc aussi 

A ^_1('«'+ <)('» + !)('«- 0- 

Si l'on rapporte une surface à ses plans principaux, son 

équation prend la forme (dans le cas des surfaces à centre) 

il faut donc aussi calculer — - 

L'équation de ces surfaces n'ayant pas de Lei-mos du pre- 
mier degré, on. peul en conclure, d'une part, que toutes les 
surfaces représentées par l'équation ont un centre à l'origine 



constant de l'équation (i), c'est-à-diie 

— reste donc positif pour toutes les valeurs de m c 



.otites les valeurs de m cOQiprJ 
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Enfin, les surfaces représentées par l'équation (i) sei-ont 
des cônes pour les valeurs de m qui annulent H sans annuler 

une des racines de l'équalion en S, c'est-à-dire pour m := -■ 

Le Tableau suivant indiqueen regard des valeurs du para- 
mètre arbitraire m, les signes des racines de l'équation en S 

et de — ■ Les signes des racines de l'équation en S sont 

obtenus en appliquant la règle de Descartes, qui donne 
exactement le nombre des racines positives ou négatives 
de l'cquation, puisqu'elle a toutes ses racines réelles. 



„. 


-<...-, 


-. 


-'■■■k 


■ 


^+- 


n„IIc. 


,.,. + . 


Signes des 

l'Équalioi 
ta S 




"'"'■ 


--- 





On conclut immédiatement de l'inspection de ce Tableau 
la nature des surfaces représentées par l'équation (i). 

De -— 00 à — ■ 1 , l'équation réduite contenant exclusivement 
des termes positifs, représentera des ellipsoïdes imaginaires. 

Pour m^^ — 1, on a vm cylindre elliptique réel, car, 
pour cette valeur de m, l'équation en S a une racine nulle, 
et, d'autre part, la surface représentée par l'équation (i) pour 
celte valeur de m a une ligne de centres passant par l'ori- 
rigine des coordonnées. 

Dans l'intervalle compris entre — i et -, Tcqualion ré- 
duite aurait trois termes positifs pour un négatif. 

L'équation (i) représente donc des hyperboloïdes à une 
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seule nappe, etpourm = -i elle représente un cône, puisquo 

l'équalion en S a ses Irols racines réelles, l'une d'entre elles 
étant de signe contraire aux detix autres, en même temps 
que H devient nui. 

De m ^ - à /« := I , l'équation réduite aurait deux termes 
positifs et deux négatifs. L'équation(i)représente alors des Iiy- 
perboloïdesàdeux nappes, le cône trouvé pour m = - forme la 
transition entre ces deux genres de surfaces. 

Enfin, pour m = \, l'équation en S a une racine nulle, en 
même temps que les deux autres racines sont de même signe, 
et que H et A sont nuls, la surface se réduit donc à un sys- 
tème de deux plans imaginaires se coupant et de m = i à 
m = ~\-ca, on retrouve encore des ellipsoïdes imaginaires 
pour les raisons qui ont déjà été indiquées. 

Il est intéressant, pour compléter celle étude, de recher- 
cher si les surfaces représentées par l'équation (i) peuvent 
être de révolution pour une valeur déterminée de m, et quelle 
est celte valeur. 

Les trois rectangles étant différents de zéro, la condition 
de révolution est 

q,.i donne 

Cette valeur, se trouvant comprise dans le deuxième inter- 
valle, il existera pour la valeur 

un hyperboloïde de révolution à une seule nappe, dont l'é- 
quation est 
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L'axe de cet hjperboloïcîe de révoUition pour oqualion^ 

ainsi qu'on peut le voir immédiatement; c'est une droite 
passant par l'origine et également iiiclioée sur les trois yses 
0^,0/ etO = . 

16. On donne un cône du second degré, trouver le lieu des 
centres des sections faites par des plans passant par un 
point fixe ou par une droite fixe. 

{École Normale. — 1857.) 

Plaçons l'origine des coordonnées au sommet du cône, et 
prenons comme axes trois droites rectangulaires passant par 
ce point; l'équation du cône sera 

+ 2 hyz -H 'ih'zx-\--i h"xy ^^ o. 

Soient {/>, ^, r') les coordonnées du point fixe, im plan 
passant par ce point a pour équation 

(a) X (^ ~ />) + ,A (j - ï) + V (r - /■) = o. 

ï.. ^, ■(, représentant les cosinus directeurs de la normale au 
plan. 

Le centre de la section faite par ce plan dans le cône se 
trouvera au point d'intersection du plan et du diamètre con- 
jugué à sa direction, qui a pour équations 

(3, ■f=f=f 

Le lieu des centres s'ohtient donc en éliminant les para- 
mètres >,, y. et ■/ entre les équations (2) et (^i) et cette éli- 
mination se Tait alscuieut, les équations étant homogènes. 
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L éliminant est 

et, en tenant compte de l'équation (i) ut de la ruhition d'Eti- 
1er sur les formes homogènes 

Le liuii des centres des sections faites par un plan passant 
par le point (/>, q, ;■) dans le cône proposé est donc «n plan, 
passant par le sommet du cône et dont la normale admet 
pour cosinus directeurs des quantités proportionnelles à. p,q 
et r. 

C'est au surplus le plan polaire du point (/>,(/, r), relati- 
vement à la surface considérée. 

Soient 

^ ' '! P'=; l'^-+ m'y+ n'z+ p'^ o, 

les équations de la droite fixe ; un plan quelconque passant 
par cette droite a pour équation 

(6) XP — ;;;P = o 

7,et ijj. désignant des paramètres arbitraires, elles centres des 
sections faites par un tel plan dans le cône (i), sont à l'inter- 
section de ce plan avec le diamètre conjugué à sa direction; 
or, les cosinus directeurs de la normale au plan (6) sont 
respectivement proportionnels à 

le diamètre conjugue à cette direction a donc pour éqoaliovis 

.n _ fr _. /: 



(7) 



î^;- 



el l'équaliou du lien s'olitlent en éliminant X, ^. et 'i entre les 
équations (fi) cl (7). 



yGoosle 



(S) 



L'éliminalioii se t'ait immùdiatement et doni 



Vi — VV" l-"i 



Le lieu des centres des sections faites par le plan (6) esl 
donc imo ligne, représentée par les deux équations (8). Ou 
en tire, en tenant compte de la relation d'Euler et de l'équa- 
tion /(^, 7, s) = 0, 

/; „ /. 



,P7-Pr) iy',n-Vm>) (i"«_P„') 



a;(P7-P/')-Hx(Pm-H/»') + .-(P',<-l'«') 



1 /^ lx{V'l- PD +/ (P'm - P ,»') + ^ (1"" -- I'"')] =:= û, 

(9) /; [.x'(Pi- Pr) +7(P'm - P'«') -h z (P',.- P«')] ^-= o, 

1 n [^(P'' - 1'^') -H/ (P''» - P'»') + ^ (p'" ~ P«')l = o, 

qui peuvent remplacer les équations (8). 

Il est à remarquer que ces trois équations sont vcrificcs 
simultanément si l'on a 

a^ (P7— P/') + r (P''H— Pm') -h ; (P'« — Pyi') — o. 

Celle équation peut remplacer l'une des équations (8) et 
s'écrit, développée et simplifiée, 

(10) {Ip' — p l')œ ^ {mp' — pm')y + (np' — pii')z—o. 

Elle représente donc un plan passant par l'origine des coor- 
données et par la droite (5) donnée. 

Le lieu des centres cherché sera l'intersection de ce plan 
avec l'une quelconque des surfaces définies par les équa- 
tions (8); ces surfaces sont du second degré ; le lieu cherché 
esl donc une conique. 
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CHAP. II. — GliOKliTRdS A TROIS D 1 il Lî N B 10 N S. lOl) 

17. Une parabole étant donnée, on hiimène une normale 
en P un des points situés avec le foyer sur une même perpen- 
diculaire à C axe. Trouver le lieu des sommets des sections 
faites par des plans contenant celte normale dans le 
cylindre dont la parabole donnée est la section droite. 



{Ecole Polytechnique. 



'.) 



)rdonni5es l'axe de U parabole 




et sa tangente au sommet, et une perpCLidiciilairc élevée à son 
plan par son sommet. 

L'éqiiallon du cylindre proposé est alors 

(i) j'-~ipM = o. 

Les coordonnées du foyer F dans le plan xOy c.îaiit o, — » 

on en déduit de suite pour coordonnées du point P situé avec 
le fojer sur une même perpendiculaire à Ox 

(P) f /'. 

et la normale PN à la parabole en ce point aura pour éqna- 
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que l'on peut écrire en nieltant en évidence les distances à 
l'origine des points où celte droite coupe Ox et 0/ : 



Par suite, un plan quelconcjiic passant par celte droite a 
pour équation 



À désignant un paramètre variable. 

Le cylindre étant parabolique, toutes ses sections planes 
sont des paraboles, el un diamètre quelconque d'une de ces 
paraboles sera l'intersection d'un des plans diamétuaus du 
cylindre, avec le plan représenté par (a). 

Or un quelconque de ces plans diamétraux a pour équation 

(3) / = ;..; 

\). désignant un paramètre variable, un diamètre quelconque 
de la section faite dans le cylindre par le plan (2) sera donc 
représenté par l'ensemble des équations (a) el (3); et la 
tangenleà l'extrémité d'un de ces diamètres est à l'intersec- 
tion du plan tangent au cylindre le long de la génératrice 

avec le plan sécani représenté par (y}, 
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Ce plan langciil ayaiiL pour tiqualion 
a taogeiile à rextrémilé du diamètre 



aura donc pour écjuLilioiis 



el, pour que le point de rencontre de ces deux droites soit 
un sommet de la section, il suffit qu'elles soient rectangu- 
laires. 

Les cosinus direclciirs de la première étant proportionnels 
respectivement à 

ceux de la seconde h 



la condition de perpendicidarité sera 



(6) )5 + 7vy 
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Les équations de l'asc des sections faites dans le cylindre 
parle plan mobile seront les éqnalîons (4) dans lesquelles 
on tiendra compte de la relation (6) et l'élimination de X et \). 
entre ces trois équations donne le lieu des axes de tontes 
les sections. 

L'élimination de ). et [j.ciitrc (4) et (6) scfait simiilomcni; 
des équations (4) on tire 



t dons l'équation ((i) 






,|„1 de, 

(7) r\"-!'--i'+r)\ +'•{}■ + !')■--- 



C'est l'éqiialioti d'une surl'ace réglée, lieu des axes des 
sections faites dans le cylindre par le plan (2), le lieu des 
sommets demandé sera donc l'intersection de celte surface 
avec le cylindre 

(0 7'-.!/,,,- = 0. 
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ÉNONCÉS. 



R. - Eœ. de Gaom. anal., 11. 
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ENONCES. 



I. — École Polytechnique 



1843. — 1" Étant donnés un uiangle ABC et deux pointa P et Q 
sur la base AB, on mène, par ces deux points, deux droites rencon- 
trant respectivement les côtés GA, CB en deux points a, b, variables 
de telle manière qu'on ait la relation 

Gn Ch , 

p e-t q étant des constantes : trouver le lieu géoméliique du point 
de rencontre des droites Va, Q6. 

2" Par un point fixe O, pris dans le plan d'une ellipse, on mène 
arbitrairement une sécante Omin' et un diamètre aa' parallèle à 
cette sécante; puis on prend sur la sécante un point M tel que 

OM = — — ,j mm! étant le segment déterminé par l'ellipse sur la 

sécante mobile i on demande le lieu géométrique des points M. 

1849. — Lyoh. Lieu des projections du sommet d'une parabole 
sur ses tangentes; trouver ses asymptotes. 

Douai. Conditions de similitude de deux courbes en général ; 
théorie des levers des plans par la Géométrie et la Trigonométrie. 

Lieu des sommets des hyperboles ayant une asymptote C' 
et une directrice commune. 

STJiASBOtiiiB. 1° Construction des racines des équations 
troisième et quatrième degrés en les ramenant àlaconstructï 
cercle et d'une courbe du deuxième degré. ^ 2" Soient u 
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^* 11= PARTIE. — ÉNOMCÉS. 

ABC: A, G deux points pris sur ses calés; par , 

mène une droite quelconque B^; des points A et C on abaisse sur 
cette droite ]es perpendiculaires AD, CE. Trouver le lieu du point 0, 
milieu du segment DE de Bj compris entre les pieds des perpendi- 
culaires 

1851. — Pabis. Première série. Esposer la méthode de Newton 
pour caleulcr approximativement les racines des équations numé- 

Calculer !a plus grande racine de l'équatiou 

^^■-7^-- 7--0 
à 0,001 près- 

Deuxième série. Démontrer que lorsqu'on substitue une suite de 
nombres équidistants dans une fonction, entière de degré m et qu'on 
forme les différences des divers ordres, entre les résultats, les diffé- 
rences de l'oidre m sont égales. 

Décomposer en fractions simples l'expression 



Troisième série. Qu'est-ce que la dérivée d'une fonction? Tro 
les dérivées de sinar, cosa:, tang^, logcosir. 

Quatrième série. Exposer la multiplication des polynômes. 
Résoudre l'équation 

1852. — Première et deuxième séries. Résoudre et di? 



ax^ -i- h-x - 


,- =. 0. 


Donner à moins de ^^ les v£ 


ikurs numcriquts ia 


'équation 




^•"-■° 


a,-H»o. 


igales et l'appliquer à l'équation 


Esposer la Uiconc i 



en indiquant les simplifiealions qu'on peut, dans cet exemple, 
apporter aux calculs. 
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1. — ECOLE l'ÛLÏTECHNlQUli. 

Cinquième et steienje seWej. Exposer la méthode de la lésolnl 
des équations numériques du premier degré à deu; 
discussion des formules. 

1853. — Première série. Faire connaîire uat 
calculer les valeurs approchées des raci 
équation algébrique. 

On indiquera l'usage des constructions graphiques pour l'applica- 
tion de la méthode. 

Deuxième série. Construire la courbe j — - . ;- ■ ■■■■ ' ■ F {w) est un 
polynôme du quatrième degré dont les racines sont réelles et iné- 
gales : F' (x) sa dérivée. 

Déterminer les asymptotes de la courbe et la tangente en un de 
ses points. 

Troisième série. Exposer la théorie des triangles sphériques et 
des petits cercles considérés sur la sphère. 

Mettre particulièrement enévidence, dans cet exposé, les théorèmes 
analogues à cens qui concernent les triangles rectilignes et le cercle 
en Géométrie plane. 

1854. — Première et deuxième séries- Exposer la méthode de 
Newton pour le calcul des racines d'une équation numérique. On 
donnera l'interprétation géométrique de celte méthode. 

Appliquer à l'équation 

x^ — Ix^ — ix— I ^.a. 

Troisième et quatrième séries. Exposer les considérations géo- 
métriques sur lesquelles repose la résolution de deux équations du 
second degré à deux inconnues. 

Appliquer à 

On fera voir géométriquement pourquoi ces deux équations n'ad- 
melteni ici que trois solutions communes. 

1855. — Première série. On donne l'équation 

trouver les droites situées sur cette surface, 1' 
passant par ces droites avec h\ surface. 
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Deuioièine série, x = tang a^, Démoiitiei' que cette équation a une 
infinité de racines. Calculer la plus petite racine positive à ^ShTÔ P''^*' 
Troisième série. Trouver avec la précision que comportent, les 
Tables de logarithmes les quatre points d'intersection d'une ellipse 
el d'une hyperbole qui ont un foyei' coramuri F et dont les centres 
sont respectivement 0,0'. On donne l'angle OFO' = rf; les deux 
demi-axes a, b de l'ellipse ; a' et b' de l'hyperbole. Faire le calcul 
dans le cas où 

<i = 23"3o', «^ TO, 6r^7, a' ^-i, b'^- I. 
1856 (')■ — Discuter l'équation 

p3 = A4-Bsinu>-hCsin3<o 
el faire la classification des courbes qu'elle peut représenter quand 
on considère p et lo comme des coordonnées polaires. 

1857. — Trouver le nombre des racines réelles qu'admet l'équatiou 



pour chaque système de valeurs des cocfficiciita A et 1! el cllec 
la séparation de tomes ces racines. 
Application à l'équation 

( Solution par M. Dlipacn. — Nouvelles Annales; i" Série, l, XVI, p. 

1858. — ^yf, -S désignant des coordonnées ri 
paramètre variable, on demande de déterminei 
que peut représenter l'équation 

m variant de — «> k-h<x>. 

{Solution pai H.Bbablt. ^ Nouvelles Annales; i" Série, t. XVIII, p. aao.) 

1859. — La corde AB du cercle partage la surface de ce cercle 
en deux segments, tels que le plus grand est moyen proportionnel 
entre le plus petit el le cercle entier. 



[') A partir de i856, il n'y a qu'une seule composilion pour tous li 
candidats. Quelques-uns d'entre eux ne pouvant pas prendre part S 
composilion générale concourent plus tard. Le sujel ainsi donné est intitn 
dans ce qui suit Deuxième sujet. 
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1. — ÉCOLE POLYTECUNlQUi:. 7 

On demande de calculer, à-^de seconde près, le plus petit des 
deux arc5 sous-lendus par la corde AB. 

1860. — Étant donnée la parabole GAB, la sécante MAB se meut 
sous la condition que les normales menées à la parabole par les 
points d'intersection A et B se coupent en un point G de cette 
courbe. Par ce point C on mène le tangente CM qui coupe la sécante 
MAB en un point M. 

Cela posé, on demande de trouver l'équalioii de la courbe décrite 
par le point M, quand la sécante MAB prend toutes les positions 
compatibles avec la condition à laquelle elle est assujettie ; on 
construira celte courbe qui est du troisième degré. 

18G1. — Reconnaître les diverses surfaces que peut représenter 
l'équation 

0(3:ï+2J'3)-!-&(^2-+-233?)H-c(.s'-!-73:j)= 1 

et démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour obtenir 
une surface de révolution est 



en supposant les axes de coordonnées rectangulaires. 
(Solution par M. Dabdous. — Noui'elles Annales ; i" Série, t. XX, p. 38^.) 

1863. — Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par 
l'équation 

a;î_!.. jï ^j! _j_ 2^3-a -j- açja — lax — 2 6x — 'ics = o 

(a, b, c étant des nombres positifs donnés, p ti q des paramétres 
variables) : i" lorsque p si q varient de toutes les manières pos- 
sibles; a» lorsque j> et g' varient de manière à ce que l'équation 
représente un cône. 

Distinguer la partie du lieu qui correspond à des hyperboloïdes à 
une nappe de celle qui correspond à des hyperboloïdes à deux 

(Solution par M. de Lïs. — Nouvelles Annales; î° Séiie, t. Il, p. 5.) 

1863. — Premier sujet. On donne sur un plan deux circonfé- 
rences Cet C; d'un point A de G, on mène des tangentes à G', on joint 
les points de contact de ces tangentes; cette droite coupe la tan- 
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geiite menée en A à la circonféreaci! G en un point M : on Jemandi; 
l'équation du lieu décrit par M, lorscjuc A parcourt la ciiconférenceC. 

Examiner les différentes formes de ce lieu selon la grandeur et la 
position relative des circonférences C et G. 

Indiquer les cas où il se décompose : faire voir que le lieu des 
points M est langent à la circonférence C en chacun tics point* 
d'intersection de cette courbe et de la circonférence C 

(Solution par M. LBaoïnnEEi, — Nouvelles Annales; 2' Sés'ic;; l. II, p. /iSn. ) 

Deuxième sujet. On donne sur un plan une courbe de deux.ième 
degré 5, et une circonférence décrite de l'un de ses foyers F 
comme centre; en chaque point M de la conique t, on trace la 
normale à cette courbe; on mène des tangentes au cercle F par 
les deux points où cette normale le rencontre; ces deux tangentes se 
coupent en un point T. 

On demande le lieu que décrit le point T, lorst^ue le point M par- 
court la courbe s. 

Examiner les différentes formes de ce lieu selon le geni-e de l;i 
conique n et la grandeur du rayon de la circonférence donnée. 

1864. - Pi'Emier saj'el. On donne le cercle représenté par 
l'équation 

et la parabole repréaentéo par l'équation 



où a et p sont des paramètres positifs quelconques. 

On propose de déterminer ; 1» le nombre des points réels com- 
muns aux deux, courbes pour les différentes valeurs de a et de ^; 
a" les coordonnées des quatre points communs lorsque a* 4- p' = r, 
lorsque a = i avec fl > o, lorsque p = \/{a.'' — i)(4aî — 1). 

Deuxième sujet. On donne sur un plan une circonféreuce 0, un 
point A et une droitP D du poml A on mène une droite qui 
coupe D au point B. sur iB comme diamètre on décrit une circon- 
férence, cette circonférence et la circonférence ont pour corde 
commune une droite qui i encontre AB en M. On demande te lieu 
décrit par le point M lorsque la dioite ^B tourne autour du point A. 

!'> Le point A et la circonféience étant fixes, examiner quelles 
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1 YCClU TOLiTE IIMQIE <1* 

sont le? diffei entes toi mes que piésentf k litu H loisquc l'on cousl- 
dère de* droites ti,lle- ijue D paialleles entre elki 

2" Faite vcii que Ses dilteientes courbes ainsi obtenues passent 
par quatre points fî^es et ont li,urs ates paiallele* 

(Solutnn pai M Caila — IVouvellts Annales j° Si'tic t V, p, 474) 

1865 On donne dins un plan une parabole Ou considère une 
circonfeience passant par le foyei de cette parabole On propose 
d'indiquer les régions du plan ou doit se trouver le centre de la cir- 
conféreoLc poui que ctlie courbe ait successivement avec la para- 
bole quntre points réels comrnuns quatit points imaginaires com- 
muns deui. points leels et deus. points imaginaires communs. On 
éludieia la forme et les piopnétLS de la coutbc qii si'pare les deux 
premièies rtgions de la lioisiemc 

(Solution pir M Mobsbahp î\ouoelles Aniial^i s r t. V, p. 51 .) 

1866. — Étant données une parabole 

et une hypei'bole équilatâre 

ayant pour asymptotes l'axe et la tangente au sommet de la para- 
bole, on propose : 

1" De former l'équation ayant pour racines les abscisses ou les 
ordonnées des pieds des normales communes aux deux courbes; 

2" De déduire de cette équation que le nombre des normales com- 
munes réelles est au moins un et au plus trois; 

30 De démontrer que lorsque 7/)'' est plus grand que am', il n'y 
a qu'une normale commune réelle. 

suivie d'une noie de M. Gérono, — Nouvelles 

252.) 

1867. — Éiant donnés un triangle BOA rectangle en O, et une 
droite D située sur le plan de ce triangle, on propose : 

|o De former l'équation générale des hyperboles équilatores cir- 
conscrites au triangle BOA ; 

2" De calculer l'équation du lieu L des points où ces différentes 
hyperboles ont pour tangentes des parallèles à D ; 

3" D'examiner les différentes formes du lieu L correspondantes 
aux différentes directions de la droite D. 

1868. — Soifiiu deux paraboles P,, l', ayant toutes deux jioui' 
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10 II' PAKTIE. — ENONCES, 

foyer le point fi-^e O, cl poui axes re'ppctifs les deu-v dioiles lixes 
0^1 "^ l^eipendiculanes l'une sui l'autre menant a ces ilens 
courbes une tangente rommune qui touilie Pj en Mi et Pj en M^; 
prenons le rniheu M de la poition de droite Mi M^ 

On demande le lieu du point M lorsque les paramètres des para- 
boles lani-nt de manièie que la tangente commune M, M, passe 
constamment pai un point five A 

1869. — On donne un tuangie lectangle i-ucpk \0D i.t l'on 
demande 

1° L'equatioo générale des paiaboles T tini;entes aux tiois tôtiis 

du triangle 4UB 

i° L i^quation de l'axe de 1 une quelconque de ces paialiùles , 

3" L'équation et la forme du lieu des projections du poini O, 

sommet de l'angle di-oit du triangle AOB, sur les axes des paraboles P. 

(Solution anonyme. — Nouvelles Annales', i" Série, t. VIII, p. S^g.j 
(Autre Solution par M. Hihike. — p. 38i. ] 

1870. — Premier sujet. Reposer la théorie des asymptotes recti- 
lignes des courbes algébriques en l'accompagnant d'exemples. 

Deuxième sujet. On donne une circonférence et un point P dans 
son plan ; on mène par le point P une droite PA qui coupe la circon- 
férence en A; sur le rayon OA on élèïc au point «ne perpendi- 
culaire à OA; elle coupe la droite PA en M. — On demande le lieu 
du point M. 

On examinera les différentes formes de la courbe suivant la posi- 
tion du point P dans le plan. 

1871. ~ Il n'y a pas eu de composition de Malhématiq ues. 

1873. — On donne deux axes de coordonnées rectangulaires et 
deux droites A et B respectivement parallèles aux axes, et l'on 
demande : 

I" De former l'équation générale des courbes du second degré 
qui ont pour centre l'origine des coordonnées et qui admettent 
comme normales les droites données A et B ; 

2" De démontrer que, par un point du plan, il passe en général 
trois de ces courbes, à savoir deux ellipses et une hyperbole ; 

3" De faire connaître les points du plan pour lesquels cette règle 
générale souffre une exception. 

(Solution anonyme. —Nouvelles Annales; i' Série, i, XI, p, (jS^, ) 
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1. — KCOl.E POLÏTRCHMOUK. Il" 

1873. — Oii donne un cercle et un point A, et l'on demande le 
lieu des centres des hyperboles équilatéres assujetties à passer par 
le point donné A et à toucher en deu\ points le cercle donné. 

On discutera la courbe obtenue pour les différentes positions du 
point A, et l'on démontrera que, dans le cas général, les points de 
contact des tangentes qu'on peut mener au lieu par le point A sont 
situés sur une circonférence de cercle. 

[SolotionparM.HEUBTAULT. — Nouvelles Annales; 2° Série, t. Xlll, p. gS.) 

1874. — Étant donnés un triangle et un point M, on sait que l'on 
peut généralement faire passer par ce point deux paraboles circon- 
scrites au triangle. 

Cela posé, on demande de construire et de discuter le lieu des 
points M pour lesquels les axes des deux paraboles correspoudantes 
font un angle donné. 

( Solution par M. ToUBETTEa. — Nouvelles Annales; s' Série, t. XIV, p. i;a.) 

1875. — Trouver le lieu géométrique de l'intersection des deux 
normales menées à la parabole aux deux extrémités de toutes les 
cordes dont les projections orthogonales sur une perpendiculaire à 
l'axe ont une même valeur. 

Que dire du cas où l'on fait tendre vers zéro cette valeur de la 
pi-ojection? Revenant au cas général, on propose de mener [lar un 
point quelconque du lieu trois normales à la parabole. 

Application particulière au point maximum du lieu. 

Question retirée. — Une conique donnée de forme et de grandeur 
se déplace de manière que chacun de ses foyers reste sur une droite 
donnée. 

Dans chaque position, on mène à la conique des tangentes paral- 
lèles à la droite que décrit l'un des foyers. 

Déterminer le lieu des points de contact. 

(Solution par M. MoMKtSuvc.— Nouvelles Annales; a°Série, t.XVII, p. 116.) 

1876. — Admissibilité ('). i» Expliquer la recherche du lieu des 
milieux des cordes parallèles à la droite qui joint l'origine au point 



(') De 1^70 à 1879 inclus !es candidats n'étaient admis â l'examei 
d'admissibilité qu'après avoir satisfait à un eiamen écrit portant 51 
Mathématiques, la Plijsique, la Cliimîe et le Dessin graphique. 
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12 11= PARTIE. — ENOTÎCKS. 

dont les coordonnées soni, ^ = 7., j = — t, z = i, pour la surl'ats; 
représentée par l'équalion 

(1 ) .5^'-!- ly'^ — Ss^-v- afl;j + Sic-H 3 — 0. 

Nota. — L'expîication doit être faite sur les données numériques 
qui ont été indiquées et non avec des relations générales littérales, 
faute de quoi la composition serait considérée comme nulle et non 

20 On demande de trouver les limites entre lesquelles doit varier 
le coefficient a pour que l'équation 

32^— 4a;3 — 123^2 -:--« = o 

ait ses quatre racines réelles. 

(Solutions par M. MoRBT-Bt,*Nc. — Nouvelles Annales; 2° Séi:\(i, t. XVI, p. afi.'iO 

Admission. On considère une 
infinité de cercles concentriques 
cercles, on mène des tangentes qui soient en même temps normales 
à l'hyperbole. On prend le milieu de la distance qui sépare le point 
de contact du cercle variable du point d'incidence sur l'hyperbole 
fixe. On demande le lieu géométrique de ces milieux. 

Si l'équation se présente sous une forme irrationnelle, on aura à 
la rendre rationnelle. En second lieu, on exprimera en fonction du 
rayon du cercle les coordonnées du point d'incidence, en s'altaclianl 
à spécifier les solutions réelles disiinctcs. 

(SolutionparM.MoBMT-BbANC. — JVo«;'r;;ies-4iiH£!/es;3'Séric, t. ^Vl, p.slîS.) 

IST"?. - - Admissibilité. 1° On donne la surface qui, par rap- 
port à un système de plans coordonnés rectangulaires, a pour 
équation 

ix^ ~37'-i-s5 — î/2 — 4a;s4-8iC7 — 8ic-i-6j-i- as = 0. 

On demande de trouver l'équation de la même surface par rapport 
à un système de plans principaux. 

On admettra comme connue l'équation générale des pians diamé- 
traux, et l'on fera directement sur l'équation donnée les raisonnements 
et les calculs nécessaires pour la solution de la question proposée. 

a"" Démontrer que dans une équation à coefficients réels, qui a 
toutes ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal 
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1. — ECOLR POLÏTECIISIQUE. 

au nombre des vaiiacioas du premier membre o 
puissances de l'inconnue. On supposera démo, 
signes de Descartes. 

Admission. On donne l'cqualion 



d'une hyperbole rapportée à ses axes el les coordonnées [i, v d'un 
point M de son plan. 

Par le point M on mène deux tangentes h l'hyperbole la touchant 
aux points A, B. On mène le cercle passant par ces points A, B el 
le centre O de l'hyperbole. Ce cercle rencontre l'hyperbole en deux 
points G et D, distincts de A et de B ; trouver l'équation de la 
droite CD. 

Si le point M déci-it une droite du plan, aux diverses positions du 
point M cori'espondront diverses positions de la droite CD ; quel est 
le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre de l'hyper- 
bole sur ces droites î 



(Solution par M. Lez. 



- Nouvelles Annales ; 



■ Série 



. XVII, i: 



,„3.) 



1878. — Admissibilité, i" Exposer la méthode de Newton 
(méthode fondée sur la considération des dérivées) pour trouver une 
limite supérieure des racines positives d'une équation numérique. 

a" Construire la courbe dont les coordonnées par rapport à dcus 
axes rectangulaires sont données par les formules 



((T — a 



i étant un paramètre variable. 
Admission. On donne une droite dont l'équation par rapport à 

deux axes rectangulaires Oa;, Oj est- + =^ = i, et l'on considère 
P 1 

Ç)x et 0/, sont normales 



les différentes coniques qui, ayant pour 
à la droite D. 

Chacune d'elles rencontre celte droite s 
points on mène les tangentes à la conique 
lieu du point de rencontre de ces tangentes. 

Démontrer : i" que ce lieu est une parabole ; 2" que la distance di 
foyer de cette parabole à son sommet est le quart de la distance di 



deux points. En ces 
Crouver l'équation du 
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poini, à la droite D. Oo consti'uii'a géomélriquement l'axe et io 

sommet de la parabole. 

(Solution parM. BoREL, —Nouvelles Annaies; a» Série, t. XVJII, p. î34.) 
(Solution géométrique par M. Msnkheiu. — Nouvelles Annales; a" Série, 

t. XVII, p. 4o8.} 

1879. — Admissibilité, i" Comment déduit-on du théorème 
de Sturm les conditions de réalité de toutes les racines d'une équa- 
tion algébrique de degré donné? 

■i« Construire la courbe dont l'équation en coordonnées polaires 



Admissioit. On dor 



et un point M sur celte conique ; par les extrémités dun dnmetii 
quelconque de la courbe et le point M on fait passeï un crcle 
prouver que le lieu décrit par le centre de ce cercle est une coniqur 
K passant par l'origine O des axes. Si autour du point O on fait 
tourner deux droites rectangulaires, elles rencontrent la conique K 
en deux points : prouver que le lieu des points de rencontit des 
tangentes menées en ces points est la droite perpeudiculaiie au 
segment OM, et passant par le milieu de ce segment. 

Par le point on peut mener, indépendamment de la normale qui 
a son pied au point 0, trois autres droites normales à la conique K. 

1° Dans le cas particulier où la conique donnée est une hyperbole 
équilatère et oii l'on a A = i et B = i, montrer qu'une seule de ces 
normales est réelle et calculer les coordonnées de son pied. 

i" Dans le cas général, trouver l'équation du cercle circonscrit au 
triangle formé par les pieds de ces trois normales. 

Observation. — Le pied d'une normale est le point de la courbe 
d'où part la normale. 

(Solution par M, MoREi-BuNC. — A'OiivÊi/es^iinatej; j" Série, t.XS,p. 65.) 

( Soluiioa géométrique par M. Mahkheih. — Nouvelles Annales ; ^' Série, 
t. SIX, p. 5.) 

1880. — Soient M et N les points où l'axe des 
cercle x^-hX^^R'; considérons une quelconque 
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équilatères qui passent par les points M et N ; menons, par un point Q 
pris arbitrairement sur le cercle, des tangentes à l'hyperbole. 

Soient A et B les points où le cercle coupe la droite qui joint les 
points de contact. Dëmontrer que, des deux droites QA et QB, 
l'une est parallèle à une direction fixe et l'autre passe par un point 
fixe P. 

Le point P étant donné, l'hyperbole équilatère correspondante 
qui passe par les points M et N est déterminée ; on constmira géo- 
métriquement son centre, ses asymptotes et ses sommets. Si le 
point P décrit la droite y = x, quel est le lieu décrit par les foyers 
de l'hyperbole ? On déterminera son équation et on le construira. 

[Solution par M, Lez. — Nouvelles Annales; s" Série, l. XX, p. 337.) 

(Solution géométrique par M. Mjnnhelu. — Nouvelles Annales; a" Série, 
t. XIX, p. 33:.] 

1881. — Premier sujet. Une parabole étant donnée, on lui 
mène une normale en l'un des points P situés, avec le foyer F, sur 
une même perpendiculaire à l'axe. 

Trouver le lieu des sommets des sections faites par des plans con- 
tenant cette normale dans le cylindre dont la parabole donnée est la 
section droite. 
(Solution par M. J,-B, Poney. - Nouvelles Annales ; 'i° Série, t.I,p. m.) 
(Solution par U. H. Ci,wiier.~ Nouvelles Annales ; 3° Série, t. II, p. 4ao,) 

Deuxiè/ne sujet. On donne une asymptote d'une hyperbole et un 
point P de la courbe. Sachant que l'un des foyers décrit la per- 
pendiculaire menée du point P sur l'asymptote considérée, on 
demande le lieu du point M d'intersection de la seconde asymptote 
avec la directrice correspondant au foyer donné. 

1882. ^ On donne deux cercles se coupant aux points A et B. 
Une conique quelconque passant par ces points et tangente aux deux 
cercles rencontre l'hyperbole équilatère, qui a ces points pour som- 
mets, en deux autres points G et D : 

1° Démontrer que la droite CD passe par un des centres de simi- 
litude des deux cercles donnés ; 

20 Si l'on considère toutes les coniques qui, passant par A et B, 
sont tangentes aux deux cercles, démontrer que le lien de leurs 
centres se compose de deux circonférences E et F ; 

3" Soit une conique satisfaisant à la question et ayant son centre 
sur l'une des circonférences E ou F ; démontrer que les asymptotes 
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' PAIITEE. — 

circonférence en deux points 
s données, 

{Solalioa psc M.. A. ïioMRE. — Nouvelles Annales ; S" Slrie, t. Il, p. 5o4,) 
(Solution géométrique par M. Mammheib. — Nouvelles Annales; 3° Série, 
t. I,p. 35i.) 

1883. — On donne une parabole et une droite. Trouver le lieu des 
points tels que les tangentes menées de chacun d'eux à la parabole 
forment avec la droite donnée un triangle de surface donnée. 



on joint un point M de cette conique aux deux foyers F, F': 

1° On demande d'exprimer les coordonnées du centre du cercle 
inscrit dans l'intérieur du triangle MFF'. au moyen des coordonnées 
du point M ; 

2» Dans le cas où la conique donnée est une ellipse, ou démon- 
trera que, si l'on considère les cercles inscrits dans deux iviangies 
correspondant à deux, points M et M' de la conique, l'axe radical 
de ces deux cercles passe par le point milieu du segment MM'; 

3" Pour chaque position du point M , le rayon vecteur FM 
touche le cercle correspondant en un point P : on déterminera en 
coordonnées polaires l'équation du lieu décrit par le point P. (On 
prendra le foyer F pour origine des rayons et l'axe des a> pour 
origine des angles.) 

Nota. — Dans toutes ces questions^ il est nécessaire de distinguer 
le cas où la conique donnée est une ellipse de celui où elle est une 
hyperbole. 

(Solution géométrique par M. Msnbhehi. — Nouvelles Annales ; 3'^ S^rie, 

i m, p. «9-j 

(Solution, par M. Goitabt, — A'oueelles Annales; 3° Série, t. VI, p. 3g5,) 

18S5. — Premier sujet. Par les deux foyers d'une ellipse fixe, on 
fait passer une circonférence variable : 

i" A quelle condition doit satisfaire cette ellipse pour que la cir- 
conférence puisse réellement la rencontrer en quatre points, et dans 
quelle portion du petit axe doit-on placer le centre du cercle pour 
qu'il y ail effectivement quatre points réels d'intersection ? 

2" En chacun des points d'intersection, on mène la tangente à 
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1. ËCOLK POLYTECHNIQUE. I7 

l'ellipse, ces quatre droites forment un quadrilatère; quel est le lieu 
des sommets de ce quadrilatère quand le cercle varie ? 

3» Que! est le lieu de l'intersection des c6tés do ce quadrilatère 
avec ceux d'un autre quadrilatère symétrique du premier par rapport 
au centre de l'ellipse? 

4" On considère les tangentes communes au cercle et à l'ellipse. 
Trouver le lieu de leure points de contact avec le cercle, 

(Solntion pgT MJnKSL'Ri}io\. — Nouvelles Annales ; 3' Séiis, t.lV, p. ligS.] 

( Solution géométrique par M, Mannheim. — Nouvelles Annales ; î' Série, 

t. IV, p, 345.) 

Deuxième sujet. Soient les deux pai-aholes données 
y^ — ■>.pyx-^(^x— I =0, 
72_-2pja: — 4a^ -1-3 = 0. 
On demande 
1" De trouver les relations du second degré en m et p 

/,(»,.) = -, /■(«,«)-», 

qui espriment que la droite 

est tangente soit à l'une, soit à l'autre de ces courbes ; 

a'' Do trouver !cs racines de l'équation du troisième degré en ;j. 
qui exprime que la combinaison linéaire 

/■ + IV. - o 
se décompose en deux facteurs linéaires en u et c; 

3° Démontrer que, l'une de ces racines fournissant une décompo- 
sition de la forme 

1, p, Y sont les coordonnées homogènes du point de rencontre P des 
deux tangentes communes à distance finie des deux paraboles. 

1886. — On donne un reetangie ABA'B'.Deux byperboles équila- 
tères A et B, ayant toutes deux leurs asymptotes parallèles aux côtés 
du rectangle, passent : l'une A par les sommets opposés A et A'; 
l'autre B par les sommets opposés B et B', 

1" Démontrer que le centre de l'hyperbole A a, par rapport 

■à l'hyperbole B, la même polaire P que le centre de l'hyperbole B, 

parrapport à l'hyperbole A; a°Ie rectangle restant lise, on fait varier 

en même temps les deuxhyperboles, de manière qu'elles soient égales 

B. — Ex. de Géom.anal.,11. 3' 
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entre elles sans ètie symétriques par rappoil à l'un des ases du 
reciangle : examiner si elles se coupent en des points réels. Trouver 
le lieu du milieu de la droite qui joint leurs centres et prouver que 
la droite P est constamment tangente à ce lieu; 3° si l'on prend «ne 
quelconque des hyperboles A et une quelconque des hyperboles B, 
il existe une infinité de rectangles ayant, comme le rectangle donné, 
les sommets opposés sur chacune de ces hyperboles, et les côtés paral- 
lèles aux asymptotes : trouver le lieu des centres de ces rectangles. 
(Solution gijomftriijue par M. MANBHEiti, —Nouvelles Annales -yS' Série, 

1887. — On donne dans un plan un point (u fixe, et deuv axes 
rectangulaires fixes Ox, Oy. Par le point lo, ou fait passer deux 
droites rectangulaires rencontrant 0.v en B et D, Oy en A et G. Par 
les points A, B, on fait passer une parabole P tangente aux axes Ot 
et Oy ences points; parles points G, D, on fait passer une parabole P 
tangente aux ases Oic et Oy en ces points. 

On fait tourner les droites rectangulaires AB, CD autour du pointu, 
et l'on demande : 

I» Les équations des paraboles P, P', de leurs axes et de leurs 
directrices ; 

3° L'équation du lieu du point 

3° L'équation du lieu du poii 
compose de deux cercles; 
i° On prouvera que la distance des foyers est c 
(Solution par M. Barisien. — Nouvelles Annales; 3° Sc!rie, t. ^11, p. î44. ) 

1888. — On donne un quadrilatère plan OACB, et deux séries de 
paraboles, les unes tangentes en A et AG et ayant pour diamètre OA, 
les autres tangentes en B à BG et ayant pour diamètre OB. 

On demande ; 

I" De trouver le lieu du point de contact M d'une parabole de la 
première série avec une parabole de la deuxième série; 

ao D'indiquer, en laissant le triangle AOB invariable, dans quelle 
région du plan il faut placer le point C pour que le lieu soit une 
ellipse et pour qu'il soit une hyperbole; 

3" De démontrer, dans l'hypothèse où OAGB est un parallélogramme, 
que la tangente commune en M aux deux paraboles pivote autour du 
point de concours K des médianes du triangle ABC; 
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1. — ÉCOLE POLYTECHNIQUE. I9* 

4" De trouver, dans la même hypothèse, le lieu du point d'inier- 
seclion P de la tangente en M aus deux paraboles avec l'autre tan- 
gente coraiHune DE que l'on peut mener à ces deux courhes. 

Nota. — On représentera la longueur OA par a et la longueur OB 

( Solution par M. Brbse. — Nouvelles Annales ; 3' Série, t. VII, p. 3o3.) 
(Solution géométrique par M. Roux. — Nouvelles Annales; 3° Série 
t. VII, p. 3840 

1889. — Étant donnés, dans un plan, deux axes de coordonnées 
recianguSaires OX et OY, et deux séries de paraboles : les unes ( P ), 
de paramètre p, tangentes à OY du côté des X positifs el ayant leur 
axe parallèle ù OX; les autres (Q), de paramètre q, tangentes à OS 
du côté des Y positifs et ayant leur axe parallèle à OY. 
On demande : 

I" De trouver le lieu décrit par le centre d'une conique qui se dé- 
place, sans changer de grandeur, en passant constamment par les 
points communs à l'une des paraboles (P) et à l'une des para- 
boles (Q) ; 

2" De démontrer que, quand on associe une parabole P ei une 
parabole Q, de manière que la droite qui joint leurs foyers respectifs 
reste constamment parallèle à une direction donnée, la somme des 
angles que font les tangentes communes à ces deux paraboles avec 
un axe fixe, OX par exemple, demeure constante; et de trouver, 
dans ces conditions, le lieu du point de rencontre des axes des deux 
paraboles ; 

3" De placer une parabole P et une parabole Q de façon qu'elles 
aient trois points communs confondus en un seul, et de calculer, 
pour cette position des deux courbes, les coordonnées de leur point 
commun et le coefficient angulaire de leur tangente commune en ce 

4" De démontrer que tout triangle circonscrit à la fois à l'une 
quelconque des paraboles P et à l'une quelconque des paraboles Q 
est inscrit dans une conique fixe, et de trouver l'équation de cette 



1890, — On donne, dans un plan, une hyperbole équilatère H, 
dont l'cquaiion par rapport à ses axes pris pour axes de coordonnées 
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d'un point M du plan, ayant pour coordonnées x = p, y = q, on 
mène des noi'males à celte courbe. 
On demande : 

1° De faire passer par les pieds de ces normales une nouvelle hyper- 
bole ëquilatère, dont les normales en ces points soient concourantes, 
et de déterminer leur point de concours; 

2° En désignant par K une hyperbole équilatère satisfaisant â cette 
condition, dans quelle région du plan doit être placé le point M 
pour qu'il y ait une hyperbole K correspondant à ee point; 

3" Quelle ligne doit décHre le point M poor que l'hyperbole K 
soii égale à l'hyperbole H, 



II, — École Normale. 



1843. — Deu\ courbes du second ordre sont doublement tan- 
gentes ; démontrer que, si d'un point quelconque de la corde des con- 
tacts, on mène les quatre tangentes à ces coniques, les points de 
contact sont en ligne droite. 

1844. — AT et AS sont deux droites qui louchent une conique 
quelconque POQ aux points B et G; on mène une ti-oisième tan- 
gente quelconque DE, et par les points D et E où. elle rencontre 
les deux premières, on trace des parallèles à ces mêmes tangentes. 
On propose : i" de déterminer le lieu géométrique des points M de 
rencontre de ces pai-allè!es; n." de reconnaître que l'angle EFD sous 
lequel on voit de l'un des foyers F de la conique POQ, la tangente 
mobile ED conserve une valeur constante dans toutes les positions 
de cette tangente; 3» on examinera le cas parlîculie»' od POQ est 
une parabole el l'on fera voir que, dans ce cas, les segments inter- 
ceptés sur les portions AB, AC des tangentes fixes par la tangente 
mobile ED sont réciproquement proportionnels. 

1845. — Étant donnés un cercle et une droite PP' perpendicu- 
laire au diamètre OH, trouver un point K tel qu'en menant par ce 
point une sécante quelconque MKM' et qu'en abaissant des points 
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2. ÉCOLE NOaMALE. 

M et M' des perpendiculaires MP, M'P' on ait 



MP M'P' ' 



1847. ~- Oq donne sui- un plan un aombie quelconque de points 

A, B, C, D, Par un point fixe 0, choisi à volonté sur ce plan, on 

mène un nombre infini de droites et sur chacune d'elles on prend 
une longueur OM réciproquement proportionnelle à la racine caiTée 
de la somme des carrés des perpendiculaires abaissées sur cette 
droite des divers points A, B, C, D, .... On demande : i" le lieu des 
points M ainsi obtenus; a» s'il est toujours possible, les points 
A, B, C, D, . . ., étant fis.es, de choisir l'origine de telle sorte que 
ce lieu devienne un cercle ; 3° d'examiner si la courbe cherchée est 
toujours fermée par toutes les positions du point O; 4° quand cela a 
lieu, de trouver où le point O doit être placé pour que les points 
A, B, C, U, . . . restant fixes, l'aire totale soit la plus grande possible. 

1849. — Démontrer que ai un cône de révolution passe par une 
ellipse, la somme des arêtes aboutissant au\ extrémités d'un même 
diamètre de cette courbe est constante. 

Examiner ce que devient cette proposition, lorsqu'à l'ellipse on 
substitue une hyperbole ou une parabole. 

1850. — Application de la construction des courbes à la déter- 
mination des racines des équations. Trisection d'un angle. 

On donne un point A, centre du cercle circonscrit à un triangle; 
le point G, centre de gravité du même triangle; le point B, centre 
du cercle inscrit; le point G d'intersection des trois hauteurs et leurs 
distances respectives ; ces quatre points sont en ligne droite. Trouver 
la longueur des côtés du triangle, et construire les valeurs données 
par le calcul. 

1851. — i" Dans toute équation de la forme /{x'j = o, le nombre 
des racines positives ne peut surpasser le nombre des variations 
que présente le premier membre. 

2" L'équation d'une parabole rapportée à des coordonnées rectan- 
gulaires est 

(<t) Trouver, par une méthode quelconque, les coordonnées du 
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32' Il« PARTIE. ~ ÉNONCES. 

sommet, celles du foyer, la grandeur du pararacli'c el i'équadon de 

(6) Vérifier les résultats par une seconde méthode indépendante de 
la première. 

3" Expliquer comment, lorsqu'on cherche l'équation de l'ellipse 
d'après cette définition ; quel est le lieu des points dont la somme 
des distances à deux points fixes est constante, on trouve iioe équa- 
tion qui peut représenter en même temps l'ellipse ou l'hyperbole, 
suivant que la grandeur donnée est plus grande ou plus petite que 
la distance des deux points. 

1852. — 1" Exposer la résolution Irigonométrique des triangles 
rectilignes quelconques. 



Application. — Éiajit dnnr 



.1733'", 35, 



h -■- 9682"", 87 
et l'angle compris 

trouver les autres parties du triangle. 

3° On donne une conique, ellipse, hyperbole ou parabole, et deux 
axes fixes qui passent par un foyer el font entre eux un angle de gran- 
deur détei'minée. On fait rouler sur la courbe une tangente, et, par 
les points où cette droite rencontre dans chacune de ses positions 
les axes fixes, on mène deux autres tangentes à la courbe; ces deux 
dernières tangentes se coupent en un point dont on demande le Jieu 
géométrique. 

(Sûlutioii par M. Riek. — Nouvelles Annales; 3° Série, t. Il, p. 5i i.) 

1856. — Lieu des milieux des cordes qui déterminent dans la 
parabole des segments équivalents. 

1857. — On donne un cône du second degré, trouver le heu des 
centres des sections faites par des plans passant par un point fixe ou 
par une droite fixe. 



1858. — Partager la demi-circonférence e 
tels que leurs cordes soient proportionnelles 
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En désignant par :e le rapport — 
pend d'une équation du troisiénu 



1859. — !=> On donnt Jin un j 1an mnjnlie [iiclooniiii- k 
points : trouver parmi toutes les licites paiallelca i une diiectun 
donnée, et situées dans ce plan, celle dont la somme des cane des 
distances aux points donnés est un minimum 

a" La direction de la droitt \enant a \ariei, et les points donnés 
restant les mêmes, piou\ei que la ligne qui lemplii la condition de 
minimum énoncée plus haut passe pai un point &^.e, 

3" Combien, par un point donne du plan, peut-on faire passer de 
lignes, telles que la somme des taiies de leuis distances au\ points 
donnés soit égale à un caire donné, 

4" U peut arriver que les lignes qui satisfont à la question précé- 
dente soient imaginaiies cela a heu lorsque le point donne est 
dans l'intérieui' d'une i,ertaine courbp dont on demande 1 équation 
5° On peut toujouis [uel que soit le nombif des pointa donnes, 
et de quelque manièie qu ils soient places, les ipmplacei pnr trois 
autres, tels que la somme de= caiiea de leuis distances a unedioite 
quelconque du plan sou propoiln nnelle a la -omnie des canes des 
distances des points donnes à la même droite ou en dauties 
termes, tels que le lappoit des deux sommes de cnirés soit le 
même pour toutes les droites du plan, 

6» Les trois points définis dans la question pi ect dente sont ind 
terminés; trouver la couibe sui laquelle ils sont situes 

7" Le triangle qui a ces tiois points pimi sommets t une suitnce 
constante. 



(Solution par M.iaitïioni.^ NouveîlesAiinales; i 

1860. — 1° Dire comment on forme la cari 
culcr le coefficient de a:* dans le développem 



' Série 



.XVIII, p. 376.) 



d'un polynôme; cal- 



-MS 



tant supposé moindre que n. On expliquera pourquoi la formule 
uvée n'est pas applicable au cas où k sui-passe n. 
" Trouver l'intersection d'un cône de révolution, par un plan. Si 
■ tous les points de l'intersection on élève des normales au cOne, 
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chacune de ces normales pei-ce la surface en un se 
demande la courbe formée par ces poinls. 


cond point. On 


(Solution parM.KESSLeB. — .Nouvelles Annales; i~Séfi 


e,t.X1X,p.436,) 


1861. — D'un point P extérieur à une coniqu* 
sécante PAB. Aux points A et B on mène des ta 


;, on mène une 
ngentes qui se 



coupent en M. 

De ce point on abaisse une perpendiculaire sur AB, lieu des pieds 
de ces perpendiculaires. 

Pixiuver : 

i' Que le lieu passe en P, tangente en ce point; 

a° Que le lieu est le même pour toutes les coniques liomofocales ; 

30 Que le lieu peoi être considéré comme le lieu des pieds des per- 
pendiculaires abaissées du point P sur certaines droites qui sont 
tangentes à une courbe dont on demande l'équation. 

(Solution par M. G. Bsriet. — Nouvelles Annales; 3° Série, 1. 1, p. i33,) 

186â. — On donne un cercle dans lequel on a inscrit «ne corde 
AB de longueur donnée; par les extrémités A et B de cette corde 
on mène respectivement des parallèles à deux droites données. On 
demande le lieu décrit par leur point d'intersection. 

(Sointion parM. H»ag. — Nouvelles Annales; 3' Série, t, IH, p. Sil.) 

1863. — On donne trois points fixes A, B, C, et une droite fixe 
AA' passant par le point A; trouver le lieu des points de contact des 
droites parallèles à AA' et tangentes aux coniques passant par les 
trois points A, B, C et touchant la droite AN'. 

Ce lieu est une conique; on demande le lieu des foyers de ces 
coniques lorsqu'on fait varier la position de la droite AA'. 
(Solution par M. P*invin. — Nouvelles Annales ; a" Série, t. III, p. Sâ^.j 

1864. — Étant donnés un triangle ABC et une droite AD passant 
par le point A, il y a une infinité de courbes du second degré 
passant par les trois points A, B, G, et tangentes à la droite AD. 
A chacune de ces courbes on mène des tangentes parallèles à. AD. 
Trouver le lieu géométrique des points de contact. On reconnaitra 
que ce lieu est lui-même une courbe du second degré, et l'en cherchera 
le lien des positions successives qu'occuperont ses foyers, lorsque les 



y Google 



points A, B, C reslanl fixes, la droite AD vient à tourner autour 
du point A. 
(Solution par M. Dubsbtok. -— Noufetles Anna/es; a' Série, t. III, p. 455. ) 

1865. — 1° On considère n variables ^,x, z, ..., u; dôcomposur 
le poljnûiiie 

p^X^ -|-j2 -(- 3» + . . . + «2 + (37 -+- j H- ... -h iiY 

composé de {« -(- i) carrés, en une somme de n carrés de fonctions 
homogènes et du premier degré. 

2' Lieu dés sommets des coniques passant pai' deus. points, et dont 
les axes sont proportionnels et parallèles à ceux d'une conique 
donnée. 

1868. — Dans une ellipse donnée, on inscrit un parallélogramme 
ajantpour diagonales deux diamètres coojuguésqaelconquesAA.', BB'. 

Aux sommets de ce parallélogramme, on mène les normales à l'el- 
lipse; ces normales forment un second parallélogramme MNM'N'; 

I" Démontrer que les diagonales de chacun des deux parallélo- 
grammes ABA'B', MNM'N' sont respectivement perpendiculaires 
aux côtés de l'autre; 

2° Trauver le lieu des sommets du parallélogramme MNM'N'. 
quand on fait varier les diamètres conjugués ; 

3° Trouver le lieu du point d'intersection de la diagonale NN' et de 
la tangente en M au lieu précédent. 

(Solution par MM. Anseauln et Morïl. — Nouvelles Annales; 2° Série, 
t. VI, p. 420.) 

1867. — On donne deux droites rectangulaires AB, CD; et l'on 
considère les hyperholes ayant la droite .\B pour asymptote, et tan- 
gentes à la droite CD au point fixe P. 

On demande : 

i«Le lieu des foyers de toutes ces hyperboles; 

2° Le lieu du point de rencontre de la seconde asymptote avec la 
perpendiculaire abaissée du point fixe sur la directrice; 

3° Le lieu des points d'intersection de la seconde asymptote avec 
la droite qui joint le foyer au point d'intersection des deux droites 
données. 

(Solution par M. CiïU. — Nouvelles Annales; a» Série, t. VI, p. (i^g,) 
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1868. — On donne une ellipse el un point P situé dans !c plan de 
la courLe. Déterminer le lieu des sommets des cùnes qui ont pouf 
directrice l'ellipse, et dont l'un des ti'ois ases de sj'métrie passe par 
le point P. 

1869. — Étant donnés un rectangle el un point P dans le plan 
de ce rectangle, par le point P on mène une droite quelconque PQ, 
et l'on imagine (es deux coniques qui passent par les quatre sommets 
du rectangle el qui sont tangentes à la droite PQ. Soient E, E' les 
deu\ points de contact et M le point milieu de la droite EE'; cher- 
cher l'équation du lieu décrit par le point M, quand on fait tourner 
la droite PQ autour du point P. 

On construira le lieu dans les hypothèses suivantes; le rectangle 
se réduit à un carré dont le côté est 7,a, et si l'on prend pour ases 
des coordonnées les parallèles ans côtés du carré menées par son 

centre, les coordonnées du point P sont x = -■, y = - ■ 

(y (Ax Nouvelles Annales; a° Série, t. VIII, p. 377.— Solution par M. Saltei.. 
— a" Série, t. VIII, p. /|38.) 

1870. — Par l'axe transverse d'une hjperbole donnée un mène 
un plan P faisant un angle a avec le plan de la courbe, puis dans lé 
plan P une droite OZ perpendiculaire à cet axe Iransverse; trouver 
l'équation de la surface de révolution décrite par la rotation de 
l'hyperbole autour de OZ. 

Construire la section méridienne de la surface, en supposant 
l'hyperbole équilatère, la droite 07, menée par l'im des 1^0Inmets de 

la courbe et l'arc b égal à — . 
4 

1872. — Par nu point fixe A, pris sur une surface du second 
degré donnée, on mène tous les plans qui coupent la surface suivant 
des courbes dont l'un des sommets est en A ; 

1° Trouver le Heu de celui des axes de la section qui passe par le 
point A ; 

a» Trouver le lieu du point où le diamètre conjugué du plan 
sécant, relativement à la surface donnée, rencontre le plan langent 
à celle surface au point A ; 

3° Construire ce dernier lieu dans le cas oïl le plan tangent en A 
coupe la surface donnée suivant deux droites rectangulaires. 

( Solution par M. Gbntï, — Nouvelles Annales; s* Série, t. XVII, p. 3io,) 
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1873. — Étant donnés une ellipse A et un point P dans son plan, 
de ce point P on mène des normales à l'ellipse A et l'on considère la 
conique B qui passe par le point P et les pieds des quatre normales : 

I" Trouver les coordonnées du centre de cette conique B et celles 
de ses foyers; 

2» Trouver le lieu C du centre et le lieu D des foyers de la 
conique B, lorsque l'ellipse A varie de manière que ses foyers res- 
tent fixes; 

3" Trouver le lieu des points d'intersection du lieu D et de la 
droite OP, lorsque le point P décrit un cercle de rayon donné et 
ayant pour centre le centre de l'ellipse A. 

{Solution par M. Bdisse. — Nouvelles Annales; s° Série, t.xni, p. 88.) 

1874. — 1" Par les trois sommets d'un triangle rectangle on fait 
passer des paraboles; on mène à ces paraboles des tangentes paral- 
lèles à l'hypoténuse du triangle donné ; on demande le lieu des 
points de contact. 

2" Le lieu clierclié est une conique qui coupe chacune des para- 
boles en quatre points ; on demande le lieu décrit par le centre de 
gravité du triangle formé par les sécantes communes qui ne passent 

(Solution par M. Jacod. — Nouvelles Annales; 2° Série, t. XIV, p. aas.) 

1875. — Trouver le lieu des pieds des normales menées d'un point 
donné P à une série d'ellipses qui ont un sommet commun B, la 
même tangente en ce point, et telles que, pour chacune d'elles, le 
rapport de l'axe parallèle à la tangente commune au second axe soit 



Construire le lieu dans les cas pai-ticuliers suivants ; on prendra 
le point P sur la bissectrice de l'un des angles formes par la tan- 
gente et la normale communes à toutes les ellipses en B, et l'on 

{So]aVio'nça'cM.M<iRET-BiMic, — Nouvelles Annales; î"Série,t.XV,p.3';o. ) 

iS76. — On considère toutes les paraboles tangentes à deu\ 
droites rectangulaires OX, OY et telles que la droite PQ qui joint 
leurs points de contact P, Q avec les deux droites passe par un point 
fixe donné A : 

l" On demande le lieu du point d'intersection de ifi zioimalc en 
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P à l'une de ces paraboles avec le diamètre de la même courbe pas- 
sant en Q; 

a" On demande de déterminer le nombre des paraboles réelles qui 
passent par un point quelconque du plan; 

3" On demande l'équation du lieu des points de rencontre de deux 
paraboles satisfaisant aux conditions proposées el dont les axes font 
un angle donné. 

On construira ce lieu dans le cas où l'angle donne est un angle de 
45» et où le point donné A est sur la droite OX. 

(SolutionparM.MoRET-BLjiNc. — ^0KyÊi/Êî-4'în(îJftt;2"Série,t.XVI,p.ïi8.i 

1877. — On considère toutes les coniques circonscrites à nn 
triangle ABC rectangle en A, et telles que les tangentes en E et G à 
ces coniques aillent se couper sur la hauteur du triangle. 
On demande : 

i" Le lien du point de concours des normales en B et C à ces 
coniques ; 

a' Le lieu des centres de ces coniques; on distinguera les points 
du lieu qui sont centres des ellipses de ceux qui sont centres des 
hyperboles ; 

3° Le lieu des pôles d'une droite quelconque D. Ce lieu est une 

conique. On considère toutes les droites D pour lesquelles celte 

conique est une parabole, et l'on demande le lieu des projections du 

point A sur ces droites. 

(Solution par M-Touhreties. —Nouvelles Annales; 2° Série, t. XVII, p. ig5.) 

1878. — On donne une conique et deux points fixes A et B sur 
cette courbe. Une circonférence quelconque passant par les deux 
points A et B rencontre la conique en deux autres points variables 
C et D; on mène les droites AC, BD qui se coupent en M, les droites 
AD, BG qui se coupent en N. 

Déterminer ; 

\° Le lieu des points M et N ; 

2" Le lieu des points de rencontre de la droite MN avec la circon- 
férence à laquelle elle correspond. 

On construira les deux lieux. 

(Solution par M. Guoier. —- Nouvelles Annales; a» Série, t. XVIII, p. a83.) 

1879. — Éianl donnés un tétraèdre OABG défini par l'angle 
triédre G et les longueurs /.a, 4 6, 4c dos trois arêtes OA, OB, OC. 
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1" Démontrei' que l'ellipsoïde qui admet pour Uiamèlres conjugués 
les trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées deuK à 
deux est tangent aux six arêtes du tétraèdre; 

2° Trouver l'intersection de cet ellipsoïde et de l'hyperboloïde 
engendré par une droite mobile qui s'appuie sur trois droites menées, 
l'une par le milieu de OA parallèlement à OC, la seconde par le 
milieu de OC parallèlement à OB et la troisième par le milieu de 
OB parallèlement à OA ; 

3" Par chacun des points où la droite mobile perce la surface de 
l'ellipsoïde, on mène un plan parallèle au plan tangent en l'autre 
point ; démontrer que ces deux plans passent par le centre de 
l'ellipsoïde et trouver le lieu de leur intersection. 

(Solution par M. Gkiess. — Nouvelles Annales; 2° Série, t. XX, p. î^.) 

1880. — Étant donné un paraboloïde hyperbolique, on considère 
une génératrice recliligne A de cette surface et la génératrice B du 
même système qui est perpendiculaire à la première; par les points 
a el b ail ces droites sont rencontrées par leur perpendiculaire 
commune passent deux génératrices rectilignes A' et B' de l'autre 
système; soient a' et b' les points où. les deux droites A' et B' sont 
rencontrées par leur perpendiculaire commune : 

i» Trouver le lieu des points a et b, el celui des points a' et b% 
.quand la droite A décrit le pai-aboloïde ; 

2» Trouver le lieu du point de rencontre des droites A et B' 
ou A' et B ; 

3" Calculer le rapport des longueurs a'b' et ab des perpendicu- 
laires communes, et étudier la variation de ces longueurs. 

(Solution de M. Griëss. — Nouvelles Annales; i" Série, t. XX, p. iîo.) 

1881. — On considère la courbe du troisième ordre, 

!" On demande la condition à laquelle doivent satisfaire les para- 
mètres m et n pour que la droite 



soit tangente à cette courbe; 

j." On demande le lieu des points d'où l'on peut m< 
proposée deux tangentes parallèles à doux diamètr 
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la OTiiq^ue repriisentéc par l'équation 

^s _]_ jî_i_ Q_axy = B; 

3" Par un point A pris sur la courbe, on mène des 
pani cette courbe en deux points i 
lieu du milieu des segments MM'. 

Discuter la forme de ce lieu et indiquer les arcs qui i 
à des sécantes pour lesquelles les points M, M' sont réels. 

(Solution par M. MoEtïT-BLAiio. — Nouvelles Annales; 3° Série, t. 



M, M'. On demande le 
; pondent 

1882. — Soit un point fise donné P ayant pour coordonnées a 
et /) par rapport à deux axes rectangulaires OX, OY, et soient A 
et B les pieds des perpendiculaires abaissées du point P sur ces 
deux axes. On considère les courbes du second ordre tangentes aux 
deux axes en ces points A et B; du point P on mène à chacune de 
ces courbes deux normales variables PM, PM': 

|o Déterminer l'équation de la droite MM' qui joint les pieds des 
normales variables, et démontrer que cette droite passe par un 
point fixe; 

20 Déterminer l'équation de la courbe C lieu des points M et M'. 
Construire la courbe C, dans Vhypotbèse a = a6, au moyen de 
coordonnées polaires ayant le point G pour pôle. 



1883, " On donne la c 
lonnccs rectangulaires, a ] 



:r{cc' 






^■yiy = aj't. 



Soient ^,y les co, 
de former : i" l'équai 
coefficients angulaires des droites qui ji 
de contact des trois tangentes à la ci 
2° l'équation du cercle qui passe par ces 

Montrer que si les trois tangentes i 
intérieur au cercle. 

On considère l'ensemble des cercles 
cette propriété que les tangentes à la 
points où il la rencontre concourent en 
point de concours pour le cercle C,„. 

On demande le lieu des centres des 
un point donné P du plan, ainsi que le 



■données d'un point M du plan. On propose 
du troisième degré qui a pour racines les 
it l'origine aux points 
ï issues du point M; 
points de contact, 
•éelles, le point M est 



1 c, 


n dont 


cliaci 


in jouit de 


cisi 


ioïde Si 
même 


point 


3 des quatre 
; soit M ce 


cercles G„ 
lieu des p 


1 qui 
oints 


passent par 
M relatil's à 
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ces cercles. On examinera en particulier le cas oii le point P est 
situé sur la cissoïde et ne fait pas partie des trois points communs 
au cercle G,„ et à la cissoïde pour lesquels les tangentes con- 
courent. 

Combien passe-t-il de cercles C„i par deux points donnés P, Q du 

Peut-oa disposer de ces iJeux points de façon qu'ils appartiennent 
à une infinité de cercles C,„? 

1884. — a el b désignant les coordonnées rectilignes rectangu- 
laires d'un point M, quelle est, pour chaque position de ce point, la 
nature des racines de l'équation 



On construira, en particulier, le lieu des positions du point M 
pour lesquelles l'équation admet une racine double, en calculant les 
coordonnées d'un point dii lieu en fonction de celte racine. 

1885. — i" Soit une ellipse E dont le grand axe et la distance 
focale sont respectivement égaux à a « et a c. Du foyer F de celle 
ellipse comme centre, on décrit une circonférence G dont le rayon 
est égal à i/a(a^-{-c^}- 

D'un point quelconque P de la circonférence C, on mène une tan- 
gente Pi Pi à l'ellipse, Pj désignant le second point de rencontre de 
cette droite avec la circonférence. On mène de même la tangente 
Pj Pj à l'ellipse, puis la tangente Pj Pj. 

On demande de démontrer que la seconde tangente menée à 
l'ellipse par le point Pi passe par le point initial Pi. 

î» On considère la fonction de a;, 

rin r,„(;^,.,l] 

OÙ m est une constante donnée. 

(a) Montrer que cette fonction satisfait à la relation 

(iC^-Oy-HSa^/ — (m=— i)r = 0, 

y et j'' désignant les dérivées premières et secondes de la fonction j. 
(6) En supposant que ni soit un entier positif, on demande d'établir 
que l'on peut satisfaire à l'identité précédente en prenant pour j un 
poljnôme en (e. 
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Après avoir trouvé le degré de ce polynôme 
forme de ses coefficients. 


;, on clierch 


1886. — On considùri! les courtes du troisién 


le degré C, 


sentées pai- l'équation 




où ï désigne un paramèire variable. 

On demande de démontrer qu'il existe d<iuy 


. courbes tle 


espèce tangentes à une droite ([ueleonqne D dj 
équation 


plan, ayaiii 



et de calculer les coordonnées des deux points de contact M et M'. 
Distinguer les droites B pour lesquelles ces deux points sont réels, des 
droites pour lesquelles ils sont imaginaires. Examiner pour quelles 
positions de la droite D les deux points M et M' viennent se confondre 
en un seul, et trouver, dans ce cas, le lieu décrit par le point de 

Connaissant les coordonnées (m, P) d'un point de contact M d'une 
courbe G avec une droite D, trouver les coordonnées (a', ^') du second 
point de contact M' situé sur D. Construire la courbe décrite par le 
point M' lorsque le point M décrit la ligne droite 

(Solution par M.LcCniiS. — IVouvettes Annales; 3' SériK, L. VI, p, Ô69.) 

1887. — On considère la surface (dite cylindroïde) qui, rappor- 
tée à dcb a>:es rectangulaires, a pour équation 

^(3^î-H7')-m(3:'-7') = o. 

Soit M un point de l'espace, dont les coordonnées sont a/, y, z'\ 
on propose de mener de ce point des normales au cylindroïde. 

1» Désignant par a, p, f les coordonnées du pied de l'une quel- 
conque des normales abaissées du point M sur le cylindroïde, on for- 
mera l'équation du quatrième degré{I)ayantpourracines les valeurs 
de-i l'équation (II) ayant pour racines les valeurs de y, et l'on 

montrera comment, des racines de l'une au de l'auire de ces équa- 
tions, on déduirait les coordonnées des pieds des normales cher- 
chées; 

2» Sur quel lieu doit se trouver le point M pour que l'équation(l) 



y Google 



3. — iïCOl.E NORMALF.. 33" 

soit réciproque? Trouver, en supposant le point M sur ce lieu, les 
coordonnées des pieds des normales ; 

3" Sur quel lieu doit se tt'ouver le point M pour que l'équation (II) 
ait une racine double égale à z"l En supposant le point M situé sur 
ce lieu, reconnaître si les racines de l'équation (II), différentes de 
£, sont réelles ou imaginaires. 

4" Que représente l'équation (II) quand on y regarde l'inconnue 
comme une constante et a/, y, s" comme les coordonnées d'un point 
variable? 

(Solution anonyme. — Nouvelles Annales; 3' Série, t. 'SU, p. ^gï.) 

1888. — i^ Un poIynome/(37) du degré n vérifie l'identité 

(a) Chercher les coefficients de /{a:}, ordonne suivant les puis- 
sances de (a^^ a); 

(6) Chercher les conditions de réalité des racines; 

(c) Prouver que si (>(, est la valeur absolue de b, les racines 
àef{a!) sont comprises entre 

ï» Construire la courbe représentée par l'équation 

3,(a;2— ^=)ï+4a^7(a;— r)s — 4j(2j— 3if) = o. 
(Solution par M. Ck. Bbisse. ~ Nouvelles Aniiales;Z° Série, t. Vil, p-3i^.) 

1889. — I" Déterminer un polynôme entier en x du septième degré 
fisc), sachant qae/(3^)-H i est divisible par {x — i)^et/(3;)— i 
par {x -\-i )'. Quel est le nombre des racines réelles de l'équation 
f{x) = ot 

a" On considère dans un plan une parabole (P) et une ellipse (E) 
représentées respectivement par les deux équations 

(P) 7Î-/,37 = 0, 

(E) jM-4a^^~4 = o 

et un point M de coordonnées (a, P). On demande de trouver sur la 

parabole (P) un point Q tel que le pôle de la droite MQ par rapport 

à l'ellipse (E) soit situé sur la tangente en Q à la parabole. Trouver 

R. — Ex. de Geam, anal., II. 3* 



y Google 



H' ir PARTir. 

le nombre de solutions réftiles du problème suivaiU la pos 

point M dans le plan. 

1890. — I" Emre les coordonnées aT,j d'un point A el les ei 
nées u, V d'un point B, on établit les relations 



où X est un nombre positif donné. 

Après avoir déduit de ces relations réquation qui relie les coefll- 
cients angulaires a, ^ des droites qui joignent l'origine aus points A, 
B, on montrera que, en général, à chaque point A correspondent 
trois positions du point B : ces points Bi, Bi, B3 peuvent-ils être 
réels et distincts? Où le point A doit-il se trouver pour qu'il en soit 
ainsi? Sur quel lieu doit-il Être situé pour que deus de ces points, 
Bî et B3, par exemple, soient confondus? Si le point A décrit ce lieu, 
quels sont les lieux décrits par les points confondus B2, Bj et par le 
point B,? 

a» Étant donnés deux axes rectangulaires O37, Oy, on prend sur 
l'axe des x un point fixe A, sur Vaxe des j un point fixe B, et 
l'on mène par le point une parallèle à la droite AB. On considère 
un système de trois cercles assujettis à avoir même asc radical et à 
être tangents, le premier en A à l'axe des xi, le second en B à l'axe 
des^, le troisième en à la parallèle àAB. 
Démontrer que l'axe radical des trois cercles passe par un |)oini 

Trouver le lieu des points communs à ces trois cercles : on indi- 
quera quelle est en général la forme de cette courbe, et l'on exami- 
nera en particulier le cas où l'angle en A du triangle OAB est égal 



- École Centrale. 



1863, — Première Session. On donne une parabole et un point 
fixe I dans son plan. Par le sommet A de la parabole, on mène une 
corde quelconque AB : on projette le point B en G sur la tangente 
au sommet et l'on joint lu point C au point 1. La droite Cl rencontre 
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la droite AB en un point dont on demande le lieu. — Discuter en 
faisant varier la position du point I dans le plan et esarainer, en 
particulier, le. cas où le point I est au foyer de la parabole donnée. 

Deuxième Session. On donne deus droites fixes RR' et SS' qui se 
coupent eu un point O et, dans le plan de ces deux droites, on fait 
mouvoir une troisième droite F<y de longueur variable, de façon que 
le triangle POQ formé par la droite mobile et les deux droites fixes 
ait une aire constante. Au point P où la droite PQ rencontre RR' on 
mène une perpendiculaire à RR'; de même au point Q où la droite 
PQ rencontre SS', on mène une perpendiculaire à SS'. Trouver 
l'équation du lieu décrit par le point de rencontre M de ces deux 
perpendiculaires. On construira ce lieu et l'on déterminera ses axes 
en grandeur et en position. 

1864. ■— Première Session. On doone un triangle ARC rectangle 
en A et isoscèle. P étant un point pris dans le plan de ce triangle, 
on mène la droite BP qui coupe, en un certain point D, le côté AG 
prolongé s'il le faut. Sur BD on prend un point R tel que 

^^^ = k lYpi ^ étant une constante donnée. 

On demande : 

1» De trouver le lieu du point R lorsque le point P parcourt le 
cercle décrit sur AC comme diamètre ; 

2" De trouver le lieu des positions successives qu'occupe le centre 
du lieu précédent lorsqu'on fait varier le paramètre k. 

Deuxième Session. Étant donnée une ellipse dont b' est l'un des 
foyers et le centre, on décrit un cercle sur le grand axe comme 
diamètre. Une perpendiculaire au grand axe rencontre l'ellipse au 
point P et le cercle au point Q; on mène les droites FP el OQ qui 
se rencontrent en M, On demande le lieu des points M lorsque la 
droite PQ se transporte parallèlement à elle-même. 

1865. — Première Session. On donne une parabole et un point 
fixe dans son plan. Un angle droit se meut dans le plan de la courbe, 
de manière que le sommet de cet angle décrive la directrice de la 
parabole et que l'un de ses côtés passe constamment par le point 

fixe donné. On demande le lieu des milieux des cordes interceptées 

par la parabole sur l'autre cûté de l'angle. 
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I«3rsque la position du point fixe varie, le lieu obtenu se modifie 
quelle ligne décrit le sommet de ce lieu, lorsque le point fixe se meut 
sur une droite perpendiculaire à l'axe de la parabole donnée? 

Deu-isièine Session. On donne une circonférence O et deux points 
fixes E et F dans le plan de la circonférence; puis deux diamètres 
rectangulaires OA et OB de la circonférence. On mène à cette cir- 
conférence une tangente quelconque CD, qui coupe respectivement 
lès diamètres en C et en D ; on joint le point G au point fixe E, et 
le point D à l'autre point fixe F et l'on demande le lieu des intersec- 
tions des droites telles que CE et DF. 

On étudiera séparément ce lieu ; 

i" Lorsque le point E s'éloigne à l'infini dans la direction OB, et 
le point F dans la direction OA; 

a" Lorsque les trois points E, F, sont en ligne droite. 

1866. — Première Session. i° Démontrer que, lorsqu'une conique 
passe par les quatre sommets d'un parallélogramme, elle admet un 
système de diamètres conjugués parallèles aux c6tés de ce parallélo- 
gramme. 

a" On donne un angle droit xOy et une droite fixe AB, dans son 
plan. D'un point quelconque M pris sur la droite AB, on abaisse les 
perpendiculaires MP, MQ sur les droites Oa^, 0/ et l'on fait passer 
par les quatre sommets du rectangle OPIWQ une hyperbole équi- 

On demande le lieu décrit par les sommets de cette hyperbole 
équilatère quand le point M parcourt la droite donnée AB. 

Deuxième Sessian. On donne un triangle ABG ; d'un point quel- 
conque P pris sur le côté AB, on abaisse PQ perpendiculaire sur 
AC; on mène les droites BQ et CP qui se coupent au point M, 

i' On demande le lieu de ce point M, quand le point P parcourt 
la droite indéfinie AB ; 

2" Les droites indéfinies AB et AC restant fixes, on fait tourner la 
droite BG autour d'un point fixe I pris sur celte droite; on demande 
le lieu du centre du lieu précédent. 

1867. — Première Session. On donne deux droites parallèles 
AL, A'L', une droite AA' perpendiculaire à ces deux droites et un 
point P sur AA'. Par ce point P on mène une droite quelconque ren- 
contrant les parallèles AL, A'L' aux points B et B'; par les quatre 
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poinis A, A', B, B' on fait passer une lijpcibole équilaière et l'oii 
demande : 

10 Le lieu des centres de ces hyperboles quand la droite PBB' 
tourne autour du point P; 

a» Le lieu des points de contact des tangentes à ces hyperboles 
parallèles à la droite AL et le lieu des poinis de contact des tan- 
gentes parallèles à AA'; 

3" Étant donnée une position particulière de la droite PBB', con- 
struire géométriquement les asymptotes de l'hyperbole équilatère qui 
passe par les quatre points A, B, A', B' et reconnaître si les deux 
points A et B appartiennent à la même bianclie ou à deux branches 
différentes de cette hyperbole. 

Dewcièine Session. On donne le foyer et la directrice d'une ellipse 
d'excentricité variable. Par le foyer on mène une droite dont l'angle 
avec la directrice a pour sinus l'es-centrieilé. Trouver et construire 
le lieu des poinis d'intersection de celte droite avec l'ellipse variable. 

1868. —Première Session. Soit un parallélogramme OABC; sur 
la diagonale OC on prend un point I quelconque et l'on considère 
une conique S ayant le point I pour centre, et passant aux. trois 
points 0, A, B. A cette conique on mène des tangentes pai-allêles les 
unes a OA, les autres à OB, et l'on demande le lieu des points de 
contact de ces tangentes lorsque le point I parcourt la droite indé- 
finie OC. Sur les lieux trouvés, on séparera les parties qui corres- 
pondent au casoùla conique considérée S est du genre ellipse, de celles 
qui correspondent au cas où cette conique est d u genre hyperbole. 

Deuxième Session. On donne dans un plan deux ellipses concen- 
triques dont les axes coïncident en direction et une droite AB, Par 
un point P pris sur cette droite, on mène des tangentes aux deux 
ellipses, puis les cordes de contact qui leur correspondent dans 
chaque ellipse : ces cordes se rencontrent en un point M. On de- 
mande : 

1" Le lieu du point M lorsque le point P parcourt la droite AB; 

2° Le lieu du centre du lieu du point M lorsque la droite AB tourne 
autour du centre O des deux ellipses en restant à une dislance con- 
stante de ce point. 

1869. — Première Session. Soient Ox, Oy deux axes rectangu- 
laires, H un point fixe de l'asc Oy, ayant pour ordonnée h. On sait 
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que l'équation générale des coniques qui oni un foyer ; 
passent au point H, et dont l'axe focal est situé sur Oic, 



(0 



Il (^1 +7* ) — h^ U ~-iy = o 



dans laquelle le paramètre variable / représente l'abscisse du pied di 

la directrice qui correspond au foyer 0. Cela posé, on demande di 

résoudre les questions suivantes ; 

i" On considère l'une quelconque des ci 

l'équation (i); on mène par le point O une 

a point H. Cette parallèle rencontre la conique eu 
l'on demande le lieu de ces points quand on fait 



ïiques représentées par 
parallèle à la tangente 



a cette conique 
deux points; et 
varier l. 

Sur ce lieu, on séparera les parties qui correspondent au cas où la 
conique est une ellipse de celles qui correspondent au cas où elle 
est une hyperbole; 

2° On considère l'une quelconque des hyperboles représentées par 
l'équation (i); par le point O on mène des parallèles aux asymp- 
totes de celte hyperbole, et l'on demande le lieu des points de ren- 
contre de ces droites avec la courbe, quand on fait varier l ; 

3" On considère encore une quelconque des hyperboles représen- 
tées par l'équation (i) et par le pied de la directrice qui correspond 
au foyer O, on mène des paralLIes aux asymptotes de cette hyper- 
bole ; on demande le Iipu des points de rencontre de ces droites avec 
la courbe, quand on fait 'v iiiei / 



Soi 



Deuxième Session 
F' deux points de l'axe 
uae même distance a. 

On sait que l'équalio 
F et F' comme foyers est 



__. Oa, Oj,deux axes r 
Ox situés de part et d'à 



érale des coniqui 



angulair. 
e de l'or 



i, Fct 



(,-fi2)(eïicS_ 



'^)^ 



dans laquelle e représente l'excentricité variable de la conique ; 

i" Trouver et construire le Heu des points de contact des tangentes 
menées à ces coniques, parallèlement à une droite donnée y = \x\ 

2" Trouver et construire le lieu des points de contact des tan- 
gentes menées à ces mêmes coniques perpendiculairement à cette 
même droite ^ = Xa;; 

3° Trouver ['équation du lieu des sommets du lieu obtenu en ré- 
solvant la première question quand on fait varier d'une manière 
quelconque le coefficient angulaire ),. 
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1870. — Première Session. On donne deux axes rectangulaires 
0^, Oj, une droite OR dont le coefficient angulaire est met un point 
A dont les coordonnées sont a, p. On considère les paraboles qui 
passent au point 0, qui sont tangentes en ce point à la droite OR, 
et qui ont leur axe parallèle 'a Qx. 
On demande : 

1° Le lieu des points de contact des tangentes menées clu point A 
à ces paraboles; 

2" Le lieu des projections du point A sur les cordes de contact 
des tangentes menées du point A à ces paraboles. 

Deuxième Session. On donne une ellipse et un cercle; ou mène 
la tangente en un point quelconque M du cercle et aux points où elle 
rencontre l'ellipse on mène les tangentes à l'ellipse. On demande le 
lieu du point de rencontre de ces tangentes à l'ellipse quand le 
point M se meut sur le cercle donné. 

On examinera comment se modifie le lieu trouvé quand, l'ellipse 
restant fixe de grandeur et de position, on déplace le centre du 
cercle sans changer son rayon. 



1871. — Première Session. On donne une hyperbole équilatère 
rapportée à ses asymptotes xy = m^, et une droite fixe AB. On sup- 
pose qu'une droite mobile PQ se déplace de manière à être constam- 
ment parallèle à Ox, que le point Q glisse sur AR cl que la droite 
PQ ait son milieu en 1 sur l'hyperbole. 

On demande ; 

i» Le lieu du point P; 

a" Démontrer que la tangente ei 
gente au point I de l'hyperbole 
même point; 

3" Le lieu du point P ayant été trouvé, on suppose que ÂB change 
de position en tournant autour d'un point G. On demande le lieu 
des foyers des courbes lieux des points P. 

Deuxième Session. On demande le lieu des sommets des hyper- 
boles qui passent par un point donné et dont une asymptote est une 
droite donnée, tandis que l'autre est simplement parallèle à une 
direction donnée. 



B point P du lieu, la tan- 
roite AB passent par un 



1873. — Pre 



; Sf-s 



. Ou donne, ilar 



1 pla. 



ercle 
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de 1-ayon r, un diamètre AA' de ce cercle, une droite OL et un point 
P équidlstant des exirémilés du diamètre AA'. On mène une paral- 
lèle à la droite AA'; on fait passer une hyperbole équilatère par les 
points où celte droite rencontre le cercle et par les extrémités du 
diamètre A A', 

On imagine que la parallèle AA' se déplace dans le plan du cercle 
et l'on demande les lieu\ décrits ; 

2" Par les foyers de l'hyperbole équilatère; 

3° Par les points de contact des tangentes mcnccs à ces hyperboles 
parallèlement à la direction OL; 

4" Par les pieds des normales menées 5 cette même hyperbole 
équilatère par le point P. 

Deuxième Session. On donne, dans un plan, dcus ases Ox, Qy 
et deux, points C et D dont les coordonnées par rapport à ces axes 
sont pour le point C, a^ — a, y = 3 et pour le point D, a; = 3, 7 = 4; 
une droite PQ dont le coefficient angulaire est m coupe l'axe des 
icenP et l'ax,edesj euQ. 

On demande : 

1° L'équation du lieu décrit par le point do rencontre M des 
droites GP et DQ, lorsque la droite PQ se déplace dans le plan pa- 
i"allèlement à elle-même; 

7," Les différents genres de courbes que cette équation peut repré- 
senter suivant la valeur du coefficient angulaire m de la droite PQ ; 

3" Le lieu des centres des courbes qu'on obtient lorsqu'on fait 
varier le coefficient angulaire m de la droite PQ. 

1873. — Fremière Session. Soit 

/(a7, j) = Aa;' + 2Bay'-i-Gj2-V2Da; + aE7-!-F = 

l'équation d'une parabole rapportée à deux axes rectangulaires : 
démontrer que l'ase de celte parabole est représenté par l'équation 

Cela posé, on donne un cercle fixe G et un diamètre fixe AA' de ce 
cercle, on mène une droite LL' perpendiculaire à AA'; trouver le lieu 
i des paraboles qui passent par les points A et A' et par 
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les points où la droite LL' rencontre le cercle quand cette droite 
se- meut parallèlement à elle-même. 

Sur ce lieu on séparera les parties qui correspondent au cas où la 
droite LL' rencontre le cercle en des points réels, de celles qui cor- 
respondent au cas où ces points sont imaginaires. 

Deuxième Session. On donne deux axes rectangulaires Os:, 0/ 
et la droite LL' dont l'équation est ûj — h = o. 

On considère toutes les coniques qui ont un foyer en G et pour 
lesquelles la droite LL'estla directrice correspondant à ce foyer : 

1° Former l'équation du lieu des points de contact des tangentes 
menées à toutes ces coniques, parallèlement à une direction de coef- 
ficient angulaire m; construire ce lieu dans le cas particulier où 

1" Former l'équation du lieu des centres du lieu précédent, lors- 
" e second lieu. 



1874. — Première Session. l£Lant donnés dans un plan deus 
points fixes F et A : 

i" Former l'équation générale des courbes du second degré qui, 
situées dans ce plan, ont un foyer en F et un sommet de l'axe focal 

afi Déterminer quel est le genre de la courbe représentée par cette 
équation générale selon la grandeur du paramètre variable qu'elle 

3° Disposer de ce paramètre variable de façon que la courbe du 
second degré passe par un point donné P, et discuter le nombre et 
le genre des solutions obtenues selon la position du point P dans 
le plan. 

( Solution par M. de Lamaîe. — Nouvelles Annales ; ■2' Série, t. XV, p, 177.) 

Deuxième Session. Étant donnés un cercle O, un diamètre fixe 
AB de ce cercle et une corde CD parallèle à une direction déterminée : 

On demande : 

i" L'équation générale des hyperboles équilatères passant aux 
quatre points A, B, C, D; 

2° Le lieu des points de contact des tangentes à ces hyperboles, 
perpendiculaires à la direction fixe 
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3" Le lieu des sommets du lieu précédenl, qui est une conique, 
quand la direclion donnée varie. 
( Solution pov M. Barbamn. — Nouvelles Annales ; a' Série, t. XV, p. aïo. ) 

1875. — Première Session. Étant donnés deux a^es rectangu- 
laires Oa;, 0^, el sur l'axe Os: un point A, on considère les hyper- 
boles éqiiilatères qui passent par le point A, et dont Tune des direc- 
trices est l'ase O/. 

On demande : 

1» Le lieu de celui des foyers de ces hyperboles qui correspond à 
In directrice O j; 

2° Le lieu des centres de ces mÈmes hyperboles; 

3" Le lieu de leurs souimel.s. 

(Solution par M. Wisselinck.— IVouveUes Annales ; 2' Scrifi, L. XV, p. ^--;\-) 

Deuxième Session. On donne une circonférence et un point P 
sur un de ses diamètres AB; par le point P on mène à cette circon- 
férence la sécante PCD qui la rencontre en C et en D, et par les 
quatre points A, B, C, D on fait passer une hyperbole équilatère ; 

i" Trouver l'équation de cette hyperbole; 

'1" Trouver le lieu du centre de cette hyperbole, quand la sécante 
PCD tourne aulouv du point P; 

3" Trouver, dans les mêmes conditions, le lieu des points de con- 
tact des tangentes menées à cette hyperbole, perpendiculairement 
à AB; 

4° Indiquer, d'après ce qui précède, la construction des asymptotes 
de l'une des hyperboles considérées et en faire l'application au cas où 
la sécante passe par l'une des extrémités du diamètre perpendiculaire 
à AB. 

(Solution par M. Gwess. — Nouvelles Annales; 2" Série, t. XV, p. 277.) 

1876. — Première Session. On donne deux points 0, A, et l'on 
considère toutes les paraboles qui ont le point pour sommet et 
qui passent au point A. A chacune de ces paraboles, on mène la 
tangente et la normale au sommet O, et la normale et la tangente 

On demande : 

point A ; 
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2» Le lieu du point de concours de la normale au sommet et de la 

3" Le lieu du point de concours de la tangente au sommet et 
de la normale en A; 

4" Le lieu du point de cuncoura des normales au sommet O et au 
point A. 

(Solution par M. FnssoK. — IVouvelles Armâtes; 2' Scrie.t.XVI, p. iSo.) 

Deuxième Session. On donne un plan, un angle ROR', un point 
A sur la bissectrice Oa: de cet angle, et deus points B, B' placés 
symétriquement par rapport à Oa:. 

On mène par le point Â une droite quelconque qui rencontre OR 
en C, OR' en C; on mène les droites BC, B'C, ces droites se coupent 
en un point M. 

On demande le Heu décrit par le point M, quand la droite CAC 
tourne autour du point A. On discutera le lieu en laissant fixes les 
droites OR, OR' et le point A, et en déplaçant le point B, et, par 
suite, le point B'. 

On indiquera dans quelles régions du plan doit être placé le 
point B pour que le lieu soit une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole. 

( Solution par M. Morei-Bliinc, — A'oui'eUes Annales; 2' Série, t. XVI, p. sa^.) 

1877. — Première Session. On donne un triangle AGE, rec- 
tangle en 0, et l'on considère toutes les hyperboles qui passent aux 
points A et B et ont leurs asymptotes parallèles aux c6cés OA, OB. 

1° Former l'équation générale de ces hyperboles; 

a" Former l'équation du lieu des sommets de ces hyperboles et 

3° Prenant un point P sur le lieu trouvé, construire celle des hy- 
perboles considérées qui a un sommet en P, et reconnaître sur quelle 
partie du lieu doit être ce point P, pour que A el B appartiennent 
soit à une même branche, soit aus deux branches de cette hy- 
perbole. 

(Solution par M. Ceambon. — Nouvelles Annales ; 1' Série, t. XVII, p. aoj. ) 

)éze isoscèle ABGD dont la 
s la, et les angles obtus s. 



y Google 



44' 11° PARTIE. — ÉNONCÉS. 

1° Former l'cquation générale (le ces coniques; 
■i» Trouver le lieu des points tle contact des tangentes menées à 
chacune d'elles parallèlement au côté BG, et construire ce lieu, 
après avoir vérifié que le côté BC en fait partie ; 

3' Étant donné un point de ce lieu, reconnaître le genre de la 
conique circonscrite au trapèze, qui passe par ce point. 
( Solution par M. Mohet-Buho. — Nouvelles Annales; 2*Série,t,XVII,p. 3o3.) 

1878. — Première Session. On donne dans un plan une droite 
LL', un point F et un point A ; on considère toutes les coniques pour 
lesquelles le point F est un foyer et LL' la directrice correspon- 
dante. Par !e point A on mène des tangentes à toutes ces coniques, 

i" Le lieu de la projection du point A sur toutes les cordes de 

s" Le lieu des points de contact. Ce dernier lieu est une conique ; 
reconnaître quel est son genre d'après la position du point A, et, 
pour une position donnée de ce point, chercher à obtenir, par des 
constructions simples, un nombre de points et de tangentes suffisant 
pour déterminer la conique. 

(Solution par M. RODABLiA. — Nouvelles Annales; a° Série, t. XVIII, p. 363. i 

Deuieièine Session. On d n In un [In o 1 tF u 
point F pris en dehors et à une 1 an e ra 1 e I e 

l'équation générale des hyie b les qu o t le j o n F jou un de 
leurs foyers et la droite P pour une de leu s asymp e 

Du centre de chacune de ces hy^erb les o née la d o e P 
une perpendiculaire qu'on prolonge jusqu'à son mtersection M avec 
la directrice correspondant au foyer F : trouver l'équation de la 
courbe lieu des points M et indiquer la position de cette courbe. 

Former l'équation du lieu des projections du foyer F sur la se- 
conde asymptote de chacune des hyperboles considérées. 

( Solution parM. LmsaiVcia.. -^ Nouvelles Annales ; s" Série, t.XVIII, p. 365. ) 

1879. — Première Session. Soient deux axes rectangulaires Oa^ 
et Oy; sur Os^, un point A; sur O/, un point B. 

On considère toutes les hyperboles équilatères qui passent au 
point A et sont tangentes à l'axe Oy au point B : 

lo Former l'équation générale de ces hyperboles cquihitcres; 
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2" Trouver te lieu des points de reacontre de la tangente en A à 
chacune de ces hyperboles avec les parallèles, menées par l'origine, 
aux asymptotes de cette même hyperbole; 

3° Le lieu précédent est une parabole P: former l'équation de l'axe 
et l'équation de la tangente au sommet de cette parabole P; con- 
struire ces droites et déterminer géométriquement la grandeur du 
paramètre de cette parabole ; 

4° Trouver le lieu du sommet de la parabole P, quand le point A 
se déplace sur Ox, le point B restant fixe. 

(Solution par M. Eaudèses. — Nouvelles Annales; 2° SéTii:,l. XX, p. ïjô, ) 

Deuxième Session. On donne un carré P Q P'Q' dont la demi-dia- 
gonale OP = OQ = n. 

On demande : i" D'écrire l'équation générale des coniques tan- 
gentes aux quatre côtés de ce carré, en distinguant les cas où ce sont 
des ellipses, des hyperboles ayant leurs sommets sur OPic, des hy- 
perboles ayant leurs sommets sur OQ^, ou enfin des paraboles; 

2" On considère l'une quelconque des ellipses inscrites dans le 
carré ; sur son demi-axe OA comme hypoténuse, on construit un 
triangle rectangle OAs, dont le côté As a une longueur fixe donnée 
A* = A:; sur la direction de l'axe 04, on prend une longueur 
OS = Os, et l'on construit une hyperbole équilatère ayant son centre 
en et l'un de ses sommets en S; cette hyperbole coupe l'ellipse 
considérée au point M. On demande d'écrire l'équation du lieu des 
points M ; 

3" On discutera la nature et la position de ce lieu, suivant la 
grandeur de la ligne donnée k et suivant que OA est le demi-grand 
axe ou le demi-petit axe de l'ellipse considérée. 

(Solution par M.Auzellï.— Nouvelles Annales; Z' Série, t, I, p. 176,} 

ISSO. — Première Session. Soient Ox, Oy deux axes rectangu- 
laires, et sur Ocr, un point A; sur Oj un point B. On mène par le 
point A une droite quelconque AR, de coefficient angulaire m. 

i" Former l'équation de l'hyperbole H qui est tangente à l'axe Ox 
au point O, qui passe par le point B, et pour laquelle la droite AR 
est une usymptote. 

2" On fait varier m, et l'on demande le lieu décrit par le point de 
rencontre de la tangente en B à l'hyperbole H et de l'asymptote AR ; 

30 On considère le cercle circonscrit au triangle AOB ; ce cercle 
coupe l'hyperbole II aux points et B et en deux autres points 
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P er, Q. Foi'mcr l'équation de celle droite PQ; puis faisant varier 
m, ii'ouyer successivement le lieu des points de rencontre de cette 
droite PQ avec les parallèles menées par le point 0, soit à l'asymp- 
tote AR, boil à la seconde asymptote de l'hyperbole 11. 

Deuxième Session, i" Écrire l'équaiioa générale des paraboles 
passant par deux points donnés A et B et dont les diamètres ont 
une direction donnée ; 

i" Donner l'expression des coordonnées du sommet et du foyer 
de chacune de ces paraboles; 

3" On mène à chaque parabole une tangente perpendiculaire à la 
droite Ait ; trouver le lieu des points de contact et construire ce lieu. 

Notations. — La ligne AB étant pnse pour axe des y et une per- 
pendiculaire à cette ligne, pour axe des x, on fera AB = a« et l'on 
appellera m le coefficient angulaire de la direction des diamètres 
des paraboles considérées. 
(.Solution par M. Kien. — Nouvelles Annales; 3" Série, t. \X, p. '(6^ ) 
(Solution par M. Kien, — Nouvelles Annales; 3° Série, t. I, p. 578, ) 

1881. — Première Session. Soit 

l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes; 
soient a et p les coordonnées d'un point P situé dans le plan, de celte 
ellipse : 

i» Démontrer que les pieds des normales menées à cette ellipse 
par le point P sont situés sur l'hyperbole veprésentée par l'équalion 

i'i) c^xy + fia pa- _ dîjj. = o 

dans laciuellc 

a° Ou considère toutes les coniques qui passent par les points 
communs aux courbes (1) et (a); dans chacune d'elles on mène le 
diamètre conjugué à la direction OP, el l'on projette le point sur 
ce diamètre : trouver le lieu de celte projection. 

3" Par les points communs au\ courbes (i) et (2), on peut faire 
passer deux paraboles ; trouver le lieu du sommet de chacune 
d'elles, quand le point P se meul sur une droite de coefficient angu- 
laire donné m, menée par le point 0. 
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Deuxième Session. On donne une parabole 7^ = a ps: rapportée 
à son as.e et à son sommet, et nn point P (a, 3) dans le plan de la 

i» Démontrer que du point P on peut, en général, mener trois 
normales à la parabole; former l'équation du troisième degré qui 
donne les ordonnées des pieds A, B, C de ces normales; 

2' Démontrer que chacune de ces deux courbes 

7'-)- 337^ — ^y — 2aw = o 

passe par les quatre points A, B, C, P et trouver l'équation géné- 
rale de toutes les coniques passant par ces quatre points; 

30 Chacune de ces coniques coupe la parabole donnée aux trois 
points fixes A, B, C et en un quatrième point D; trouver les coor- 
données du point D; 

40 Par le sommet de la parabole donnée, on imagine deux droites 
parallèles aux asymptotes de l'une quelconque des coniques précé- 
dentes; on mène la droite joignant les points d'intersection de ces 
deux droites avec la conique, et on la prolonge jusqu'à sa rencontre 
avec la parallèle DD' menée à l'axe de la parabole par le point D, 
Former et discuter l'équation du lieu de ce point de rencontre. 

(Solution par M. Chameesu. — Nouvelles Annales; 3° Série, t. Il, p. 5oo, ) 

1883. — Première Session. Soit "i + 't^^ ' = " l'éqnation d'une 

ellipse rapportée à son centre et à ses axes ; et soient a, ^ les coordon- 
nées d'un point P situé dans le plan de cette ellipse. 

Former l'équation générale des coniques qui passent par les 
points de contact M, M' des tangentes menées du point P à l'ellipse, 
et par les points Q et Q', où cette ellipse est rencontrée par la droite 



Disposer du paramètre ja et de l'autre paramètre variable que con- 
tient l'équation générale de manière qu'elle représente une hyperbole 
éqoilatcre, passant par le point P. 
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On fail mouvoir le point P sur la droite représentée pai- Vtquation 
x-^- y ~ i et l'on demande ; 

1" Le lieu décrit par la projection du centre de l'ellipse sur la 
droite QQ'; 

a» Le lieu décrit par le point de rencontre des cordes MM et QQ'. 

Démontrer que ce dernier lieu passe par deux, pointa fixes, quel 
que soit l, et déterminer ces points. Chercher pour quelles valeurs 
de l ce lieu se réduit à deus droites et déterminer ces droites. 

(Solution par M. E. LBvsme. — Nouvelles Annales; 3' Série, t. II, p. 3 n.) 

Deuxième Session. On donne dans un plan deux axes de coor- 
données rectangulaires Ox, Oy et deux points H et H', le premier 
déQai par ses coordonnées a, b; le second symétrique du premier 
par rapport au point 0. 

Par ce dernier point, on mène une droite indéfinie DOE formant 
avec l'axe Ox un angle DOa? = 0; on projette les points H, H' sur 
cette droite en h, h'. 

On projette le point h eu ii sur l'axe Car, et le point u en ii, sur 
la droite DOE. 

On projette le point h' en v sur l'axe Oy et le point c en cj, sur 
la droite DOE; toutes ces projections aoit orthogonales. 

Enfin, sur la longueur iti vi comme hypoténuse, on construit un 
triangle rectangle «i^iS en menant C|S parallèle à Ox M u,S pa- 
rallèle à Oj. 

Cela posé, on demande : 

1° De trouver les coordonnées du point S en fonction des trois 

a» D'écrire l'équation d'une parabole ayant le point 5 pour som- 
met, et la droite DOE pour directrice; 

3" De démontrer que le lieu des foyers de toutes les paraboles 
obtenues en faisant varier l'angle fl se compose d'un système de deux 
circonférences de cercle; 

4° De démontrer que toutes ces paraboles sont tangentes aux axes 
de coordonnées; 

5' De démontrer que les cordes de leurs contacts avec ces axes se 
croisent toutes en un même point. 

(Solution par M. E. Babisiki. — Nouvelles Annales ; 3' Série, t. II, p. \ib.) 

1883. — Première Session. On donne deux axes Ox, Oy, un 
point A sur Ox, un point H sur Oy : 
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3. — ÉCOLE CENTIWI.E. 49' 

i" Former l'éqaalion générale des paraboles telles que, pour cha- 
cune d'elles, Oy soit la corde de contact des tangentes menées du 
point A, el Oa^ la corde de contact des tangentes menées du 
point B; 

V Trouver le lieu des points de rencontre de chacune des para- 
boles avec celui des diamètres qui passe par un point H donné sur 
Ov.On déterminera un nombre de conditions géométriques suffisant 
pour pouvoir tracer le lieu, el l'on clierciiera comment doit Être 
placé le point H, pour que le lieu se réduise à des di-oites; 

3" Déterminer le paramètre variable que renferme l'équation gé- 
nérale du 1°, de façon qu'elle représente une parabole passant par 
un point donné P, et chercher dans quelles régions du plan doit se 
trouver le point P, pour que le problème soit possible. 

(Solution par M. E. Bawscsn. — Nouvelles Annales; 3' Série, t, IV, p. jas. ) 

Deuxième Session. On donne dans un plan un rectangle ABCD et 
un point quelconque P ; par ce point on mène une droite de direction 
arbitraire PR; des quatre sommets du rectangle, on abaisse des 
perpendiculaires AA', BB', CC, DD' sur cette droite. 

Gela posé, on demande de démontrer : 

i" Que parmi toutes les droites PR issues du point P, il en CNiste 
une PR', pour laquelle la somme r^ des carrés des distances des 
quatre sommets du rectangle à cette droite est maxima, et une autre 
PR% pour laquelle cette somme est minima ; 

2» Que les deux droites PR', PR" sont rectangulaires; 

3" Que le lieu géométrique des points P pour lesquels le maximum 
(le r* consei-ve une valeur donnée [j.^ est une conique, et que la 
tangente à cette conique, au point P, est la droite PR'; que, de même 
le lieu des points P, pour lesquels le minimum de r^ conserve une 
valeui-donnée 1', est une conique et que la tangente à cette conique, 
au point P, est la droite PR'; 

40 Que ces deux coniques sont liomofocales et que leurs foyers 
communs sont indépendants des valeurs attribuées aux deux para- 
mètres X, [i; donner la position de ces foyers et examiner en parti- 
culier le cas où l'une des dimensions du rectangle s'annulerait, 

(Solution par M. Mobet-Bumc. — Nouvelles Annales; 3° Série, t. IV, p. 'p^. ) 

1884. — Première Session. On donne l'équation 
«•j.-fa,.-i-<.'6==.o 
R. — Ex, de Geom. anal,, U. 4* 
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d'une hyperbole rapportée à son centre et à ses axes et l'équation 
y — km — o d'une draCe menée par le eentre de cette hyperbole r 

I" Former l'équation générale des coniques qui passent par les 
points réels ou imaginaires, communs à l'hyperbole et à la droite 
données, et qui, de plus, sont tangentes à l'hyperbole en celui de ses 
sommets qui est situé sur la partie positive de l'axe des x. Discuter 
cette équation générale et reconnaître la nature des coniques qu'elle 
peut représenter; 

2° Trouver le lieu des centres des coniques représentées par 
l'équation générale précédente. Ce lieu est une conique A : chercher 
un nombre de points et de tangentes suffisant pour déterminer gco- 
raélriquemeni cette conique; 

3° Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées à 

la conique A parallèlement à la droite de coefficient angulaire — 

quand on fait varier k. On vérifiera que l'équation de ce dernier 
lieu, qui est du troisième degré, représente trois droites. 

Ùeuxiènie Session. On donne dans un plan deux axes de coor- 
données rectangulaires Oa>, Oy, et une droite quelconque coupant 
ces axes, respectivement, aux points A et B. On prend sur cette 
droite un point M dont les coordonnées sont a, p, et l'on construit, 
dans le plan, un point correspondant M' ayant pour coordonnées 

'- .• '- ^' 

f eX. g étant deuv longueurs constances lionnces. 

Cela posé : 

!*> On demande d'écrire l'équation du lieu des points M' lorsque 
le point M se déplace sur la droite indéfinie AB. Ce lieu est une hy- 
perbole qu'on désignera, dans ce qui va suivre, par la lettre H; 

2» On demande de déterminer les éléments nécessaires à la défini- 
tion complète de cette hyperbole H, et d'en construire géométrique- 
ment un point quelconque, ainsi que la tangente en ce point; 

3" On suppose que la droite AB se déplace dans le plan, de telle 
façon que la somme des inverses de ses coordonnées à l'origine reste 
constante, soit de façon que 

ÔÂ"'" OÏÏ^ -^=00031. 

A chaque position de la droite répondra une hyperboie H. 
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On demande do montrer que toutes ces hyperboles ont une ■ 
commune, et de trouver le lieu des pôles de celte corde relativ* 
aux diverses hyperboles {c'est-à-dire le lieu des points pour lesquels 
elle est corde de contact des tangentes menées de ce point à l'une 
des hyperboles); 

4° On projette le centre G de l'hyperbole H répondant à la droite 
AB, sur celte droite, en D, et l'on demande de trouver le lieu des 
points D lorsque la droite AB se déplace, non plus selon la loi ci- 
dessus définie, mais en restant parallèle à elle-même. 

(Solution piii- M. Barïsien. — Nouvelles Annales; '6' Sorie, t. IV, p. 5oi.} 

1885. — Première Session. Oji donne deux axes rectangulaires 
0,r, Oy et le cercle représente par l'équation 

on considère la corde fixe AB menée par l'origine et partagée par ce 
point en deux parties égales, et une corde mobile CD, de direction 
constante, dont le coefficient angulaire est égal et de signe contraire 
à celui de la corde fixe AB. 

On sait que par les quatre points A, B, C, D on peut faire passer 
deux paraboles P, P'. 

Trouver, quand la corde CD se déplace parallèlement à elle-même : 

i» Le lieu du point de rencontre des paraboles P et P'; 

i" Le lieu du sommet et celui du foyer de chacune de ces para- 

Deuicième Session. On donne dans un plan deux axes de coor- 
données rectangulaires Ox, Oy et une droite AB définie par son coef- 
ficient angulaire m et son ordonnée à l'origine b et l'on demande ; 

1" De trouver la direction des diamètres des paraboles tangentes 
à l'axe desjK au point B, où il est coupé par la droite AB et ayant 
leurs foyers sur cette dernière droite; 

20 D'écrire l'équation générale de ces courbes ; 

3" De construire le lieu de leurs sommets ; 

4" De construire le lieu des points où leurs tangentes sont paral- 
lèles à l'axe des ^j 

5" De construire le lieu des pôles de l'axe des x relativement au^ 
paraboles considérées. 

En d'autres termes, par les deux points d'intersection de chaque 
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demande do troiivci' le lieu des pointa d'inlersection de ces lan- 

gentes. 

1886. — Première Session. On donne une ellipse rapportée à 
son centre et à ses axes, el, dans son plan, un point P dont les coor- 
données sont a et b, et l'on considère toutes les paraboles bi- 
tangenles à l'ellipse en des points tels que la corde des contacts passe 
par le point P. 

i" Former l'équation générale de ces paraboles ; 

a» Montrer qu'en général, par tout point Q du plan, passent deux 
des paraboles considérées, et reconnaître que les régions du plan, 
dans lesquelles doit se trouver le point Q pour que ces deux para- 
boles soient réelles, sont limitées par l'ellipse donnée et par une 
droite; 

3" Ti-ouver le lieu des positions que doit occuper le point Q pour 
que les axes des deuv paraboles considérées qui passent par ce point 
soient rectangulaires; 

4" Trouver le lieu du point de rencontre de l'axe de chacune des 
paraboles considérées avec la corde des contacts de cette parabole 
et de l'ellipse. 

L'équation de ce lieu est du quatrième degré : on transportera les 
axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes, en prenant pour 
nouvelle origine le point P, et, cela fait, on montrera que l'équation 
du lieu peut être décomposée en deux équations du second degré. 

Deuxième Session. Soit un rectangle OACB dont les côtés 
OA = o et OB = b prolongés sont pris, le premier pour axe des x, le 
second pour axe des j. On considère toutes les coniques qui passent 
par les trois points O, A, B et pour lesquelles la polaire du point G 
est parallèle à la droite AB, 

1° Former l'équation générale de ces coniques. Trouver le lieu de 
leur centre, et snr ce lieu, séparer les parties qui contiennent des 
centres d'ellipses de celles qui contiennent des centres d'hyperboles; 

o," A chacune de ces coniques on mène la normale au point A et 
ia normale au point B ; trouver le lieu du point de rencontre de ces 
deux normales; 

3" Soit i une quelconque des coniques considérées; si par le point 
G on mène à cette conique des normales, on sait que les pieds de 
ces normales sont les points de rencontre de la conique i et d'une 
certaine hyperbole équilatère. Former l'équation de rette hyperbole 
quand la conique 4 varie. 
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1887.^ Première Session. On considère toutes les coniques qui 
ont un foyer en un point donné F, et qui passent par deux points 
donnés A et B, 

I» Montrer que ces coniques forment deux séries telles que, pour 
toute conique d'une série, la directrice correspondant au foyer F 
passe par un point fixe de la droite AB, situé entre A. et B, tandis 
que, pour toute conique de l'autre série, la directrice correspondant 
au foyer F passe par un point fixe de la droite AB, non situé entre 
A el B; 

a° Trouver le lieu des centres des coniques considérées et montrer 
qu'il se compose de deux coniques homofocales; 

3' Prenant un point C sur le lieu précédent, reconnaître, d'après 
la position qu'il occupe sur ce lieu, si la conique considérée dont le 
point G est centre est telle que les points AB sont sur une même 
branche ou sur deus branches différentes de cette conique; 

i" Si le point G est tel que les points AB sont sur une même 
branche de la conique considérée, reconnaître, d'après la position dn 
point C, si cette conique est du genre ellipse ou du genre hyperbole, 
et, dans ce dernier cas, si les points A et B sont sur la branche voi- 
sine du point F ou sur l'autre. 

Nota. — On prendra pour axe des x la droite AB et pour axe 
des j la perpendiculaire à cette droite menée par le milieu de AB. 
(Solution par M. Païet. —Nouvelles Annales; 3" Série, t. VII, p. 3a5.) 

Deuxième Session. On donne deux axes rectangulaires Oic, j, 
un point A sur Ox, un point B sur Oj, 

OA = «, OT) = b. 

I" Ecrire l'équation générale des paraboles qui passent par le^ 
trois points 0, A, B. Trouver le lieu des points M pour lesquels ces 
deux paraboles sont confondues el indiquer la région du plan qui 
contient les points où il n'en passe aucune réelle; 

a» Trouver le lieu des points M tels que les axes des deux para- 
boles qui y passent forment entre eux un angle donné a. Goiistruire 
le lieu pour le cas où « = 90°; 

3° Trouver le lieu du point de chacune de ces paraboles pour 
lequel la tangente est parallèle à OA ; celui du point ofi la tangente 
est parallèle à OB; celui du point où la tangente est parallèle à AB. 
Ces lieux sont trois coniques. Construire ces coniques; vérifier que 
deux quelconques d'entre elles n'ont pas de point commun réel à 
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distance finie; marquer leurs centres D, E, F, et comparer le rrian^'le 
DEF au triangle OAB; 

4° On joint l'origine O au point F centre de !a conique, lieu du 
point de contact des tangentes parallèles à AB, et à cette droite OF, 
on élève au point une perpendiculaire qui rencontre la droite AB 
en P. On dernande le lieu du point P lorsque, le point A restant 
fis.e, le point lî parcourt l'axe des^. 

1888. — Première session. Étant donnés deux a\es rectaugu- 
lairesOa;, 0/et unpoint A sur ra\e des 3" oacoii&idLie le f(ia eau 
des coniques pour lesquels l'axe des j (.st une duectrice et \e point ^ 
un sommet de l'axe focal. Par un point quelconque M du plan de* 
axes passent deux coniques de ce faisceau réelles ou imaginiirci 

1" Déterminer les parties du plan dans lesquelles doit Ltte le 
point M pour que les deux eoniques du faisceau qui pisoent pai ce 
point soient réelles et celles ou il doit dit pour que les d u\ 
coniques soient imaginaires (La liçne de séparation e«t de degic 
supérieur au second,); 

20 Reconnaître, d'après la position d un point pTi 1 quel pas* nt 
deux coniques réelles, le genre de ces coniques; 

3" Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées de 
l'origine des coordonnées à toutes les coniques du faisceau consi- 






;. On donnl 



r&». 



; ellipse rapportée à 



et, dans son plan, un point P (p, q ) par lequel on mène deux droites 
parallèles aux bissectrices des angles des axes. On considère toutes 
les coniques passant par les points d'intersection de ces droites avec 
l'ellipse donnée. Écrire l'équation générale de ces coniques; trouver 
) el distinguer les portions de cette courbe qui 
antres d'ellipses ou à des centres d'hyperboles, 
i de l'origine des coordonnées par rapport à 
et l'on abaisse du point P une perpendiculaire 
-ouver le lieu des pieds de ces perpendiculaires, 
s considérées se trouvent deux paraboles; ti'ou- 
e position donnée du point P et les lieux de 
le des bissectrices des axes 
iionscrilc au rectangle des 



le lieu de leurs c 
correspondent à des 

On prend la polai 
chacune des coniquci 
sur cette polaire. Tr. 

Parmi les coniqut 
ver leurs foyers pou 
ces foyers lorsque le point P p 
de l'ellipse donnée, 2° la circonférence c 



s de cette ellipse 
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1889. — Première session. Soient Oa^ el Oy deux, axes rectangu- 
laires et LU une droite parallèle à 0/ dont l'équation est a; — a = o. 
On considère le faisceau des paraboles qui passent par le point et 
qui ont la di'oite LL' comme directrice. 

i'' Trouver le lieu du foyer et le lieu du sommet de chacune de ces 
paraboles; 

'i'Par un point quelconque do plan iï'Oj' passent deu\ des parabolcg 
considérées, réelles ou imaginaires. Déterminer la région du plan 
dans laquelle doit être ce point pour que les deux paraboles soient 
réelles ; 

3" Étant données les coordonnées d'un point M du plan a:Oy, for- 
mer l'équation qui a pour racines les coefficients angulaires des tan- 
gentes au point O aux deux paraboles du faisceau considéré qui 
passent par ce point M, En déduire l'équation de la ligne S sur la- 
quelle doit se trouver le point M pour que les tangentes au point O au\ 
deux paraboles du faisceau qui passent par M soient rectangulaires. 

4» Soit M un point situé sur la ligne S et soient F, F' les foyers 
des deux paraboles du faisceau considéré qui passent par ce point; 
démontrer que lorsque le point M se déplace sur la ligne S, !a droite 
FF' tourne autour d'un point fixe. 

Deuxième session, i" Dcmontver que les coniques rcprcscntces 
par l'équation 

(A) (,-„..)«>+:,..->.».,•»■-,■• = >., 

où l'on suppose m variable, ont deux points communs el que, si ies 
axes sont rectangulaires, elles ont en outre un foyer commun; 

t" Trouver l'équation (B) de la conique assujettie aux conditions 
suivantes : passer par l'origine, être tangente à l'une des coniques 
représentées par (A) en un point P (a/,/) pris sur celte courbe, et 
enfin passer par les deux projections du point P sur les axes de 
coordonnées; 

3' Trouver le lieu des points de contact avec les courbes représen- 
tées par (A) des tangentes issues d'un point (a: — o,y = 4) de l'axe 
des y lorsque l'on fait varier m; 

4" Trouver le lieu des centres des courbes (B) correspondantes à 
une courbe (A) quand on fait varier le point P sur cette courbe; 

5" Discuter l'équation B en supposant que l'on déplace le point P 
sur une des courbes représentées par l'équation (A); séparer les 
parties qui correspondent à des ellipses de celles qui correspondent 
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il des hjfiei-boles, el iroiivci' le lieu iIp séparalion lorsque l'on falL 

1890. — Première session. On donne lieus ax.es rectangulaires 
a^Oa:, yO_j', et deux points A, B ayméiriques par rapport au 
point O. 

1° On prend, sur l'axe des a:, un point quelconque P, et l'on con- 
sidère la parabole (P) qui est tangente aux droites PA, PB au 
point A et au point B. Lieu du sommet et du foyer de cette parabole 
quand le point P parcourt l'axe a^'Oa;; 

■i" On prend, sur 1 axe des y un point Q quelconque, et l'on con- 
sidère la parabole |Q> qui est tangente aux droites QA, QB, au 
point A et au point B Le^ deu\ paraboles (P) et (Q) qui corres- 
pondent ainsi à un n mt P pris sur fl/O a; et à un point Q pris sur 
yOj, se coupent aux | nnf A C et en deux autres points C, D. 
Foi'mer l'équation di' la lioite CD et trouver le lieu décrit par les 
points G et D quand les deux points P et Q se déplacent l'un sur 
a/Qx, l'autre surj'OjK, de façon que l'abscisse du premier soit tou- 
jours égale à l'ordonnée du second. 

Deuxième session. On donne une parabole rapportée à deux axes 
rectangulaires Oa^ et Oy, cette parabole a son axe parallèle à l'axe 
des/, elle passe par l'origine et le point de l'axe des ic dont l'abscisse 
est /, enfin elle admet une ordonnée «laxima égale à/. 

On donne en outre une droite passant par l'origine et un point A 

1° Démontrer que, si, pour une abscisse déterminée, on porte en 
ordonnée la somme algébrique de l'ordonnée de la droite et de celle 
de la parabole correspondant à cette abscisse, l'extrémité de cette 
ordonnée est sur une parabole (P) égale à la première; 

a" Démontrer que les axes des coniques qui passent par l'inter- 
section d'un cercle et d'une conique sont parallèles aux axes de 

3" Une circonférence de cercle décrite sur OA comme diamètre 
coupant la parabole IP) en quatre points 0, A, B, G, chercher le 
lieu du point d'intersection des sécantes communes OA, BG quand 
on fait varier A et construire ce lieu qui n'est pas du deuxième de- 
gré; 

4' Chercher la valeur du rapport -.pour laquelle le cercle décrit 
sur OA comme diainèlre est tangent à la parabole, quel que soit h. 
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4. CONCOmiS GENKUAL. S? 

Nota. Les solutions des questions proposées de i86a à [887 pour 
l'admission à l'École Centrale se trouvent dans le Recueil de pro- 
blèmes de Géométrie analytique, par Cli. Brisse (Paris, Gauihier- 
Villars et fils; 1889). 



IV, — Concours général. 



I8BO. ^ Étant donnés deux axes fixes Ox, (iy ; autour d'un 
point fixe P, piis dans le plan de ces axes, on fait tourner un angle 
a P6 de grandeur donnée et constante {a marquant le point oii l'un 
des cotés de l'angle va couper l'axe Ox, et b le point oîi l'autre côté 
va couper l'autre ase Oy). 

On demande de prouver qu'il existe sur l'axe Ose un point fixe A 
et sur l'axe 0/ un point fixe B, tels que le produit du segment An 
par Bè reste constant pour toutes les positions de l'angle. 

On examinera le cas particulier où les axes Ox et 0^ coïncident. 

1851. — Étant donnée une droite LL', on mène de chacun de ses 
points m, deux droites à deux points fixes p., p'. 

Deux autres points fixes O et 0' sont les sommets de deux angles 
aOb, a' Q'b' de grandeurs données, et constants, que l'on fait tour- 
ner autour de leurs sommets respectifs, de manière que les côtés 
Oa, O'a' soient respectivement perpendiculaires sur mp, mp'. 

On demande : 

I» Quelle est la courbe qui est décrite parle point d'intersection" 
des deux côtés Oa, O'a' ; 

a" Quelle est la courbe qui est décrite par le point d'intersection n' 
des deux autres côtés Ob, O'b', quand le point m glisse sur la 
droite LL'. 

(Solution par M. de Polionac (5' pris). — Nouvelles Annales; 1" Série, 
t. XI, p. fi..) 

1862. — Étant donnés : 1" li^s distances FM = R, l' M' = R', 
FM''= R' de trois points M, M', M" d'une section conique au foyer 
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F de celle courbe; 2«les angles MFA, M'FA, M'FÂ qui déterminent 
les posiiions des rayons vecteurs FM, FM', FM', relativement à une 
droite fixe FA menée par le foyer dans le plan de la courbe ; 

Ou demande : i" de déterminer complètement la courbe, sa nature, 
sa situation et ses dimensions ; a° d'appliquer la solution aux données 
suivantes : 

R =0,309080 [I. MFA= i6°58'3'i',3, 
R' = 0,409.00 I, M'FA = ii7»2'ï'4o°,5, 
R" ^0,437 4i8, ÎVrFA = a22»ia'35". 
f Solution par M. Bahiou. — Nouvelles Annales ; 1'° Série, L. XI, p. 355.) 

1853. — Première question. Déterminer les valeurs de w, a;, V, s 
satisfaisant aux équations 





^u-a)^ + by + cz = o. 








b^-^(u-b')y^c2 = o, 








C3^-+-Cy+C°3=0, 






([, b, c, U, c', c" sont des coefficienls numériques, les trois derniers 
sont positifs? 

Former l'équation /(u) = dont dépendent les valeurs de u\ «i 
étant une des valeurs de u, ^uYu ^i ^^^ valeurs correspondantes de 
^1 J. -3 ; «s étant une seconde valeur de u, et œ^, j^, sj les valeurs 
correspondantes de x, y, z\ prou-ver qu'on a entre ces quantités la 
relation 


et que cette relation est incompatible avec des valei 
de M, Considérer le cas particulier où l'on a 


.rs imaginaire? 



et déterminer avec cinq figures la valeur de u supérieure à l'unité 
cl les valeurs correspondantes de x, y, z. ( Question retirée.) 

Deuxième question. — Donner une définition géométrique de la 
parabole, et, partant de cette définition, exposer géométriquement 
les diverses propriétés de la courbe. 

1864. — 1° On sait et l'on démontre aisément que, si un cercle 
roule intérieurement sur la circonférence d'un autre cercle d'un rayon 
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lÉBAL. 59- 

double, la ligne déci'ile par un point de la première circonférence 
est un diamètre de la seconde, et l'on a fait d'intéressantes applica- 
tions de cette propriété aux arts industriels. On propose d'examiner 
le cas où le point décrivant est situfi sur un rayon du cercle mobile, 
en dedans ou en dehors de sa circonférence ; on déterminera la 
nature de la courbe que ce point décrit. 

2° Démontrer le théorème suivant relatif à l'hyperbole. 

Si l'on prend pour diamètre d'un cercle la portion de l'axe non 
iransverse comprise entre le centre et la normale en un point quel- 
conque de la courbe, la tangente menée au cercle par ce dernier 
point est égale au demi-axe réel. 

Résoudre, d'après cela, la question suivante : 

Etant donnés les deux sommets et un troisième poiot queUonque 
de l'hyperbole, construire la normale en ce point. 

Indiquer les propriétés et les constructions analogues pour 
l'ellipse, 

(SoluUon par M. Vieille. — Nouvelles Annales ; i™ Série, t. XIV, p. s8.) 

1855. ~ Des formules d'interpolation et de leurs applications. 
Résoudre l'équation 

[,3 tans?; — cos fî + 15») = o, 3t iiG - 



r que si quatre forces se font équilibre, on 
peut considérer leurs directions comme des génératrices d'un même 
hyperboloïde à une nappe. 

2" Développer log(i -\-t,) en série. 

1857. — Etant données deux coniques C et C, on mène dans la 
première tous les systèmes possibles de diamètres conjugués, et, par 
un point de la circonférence de l'autre, on mène des parallèles aux 
diamètres de chaque système. 

Faire voir que la droite qui joint les seconds points d'intersection 
de ces parallèles avec la courbe passe par un point fixe. 

(Solution par SIM. Burat Kt lîiis. — Nouvelles Annales; i" Série, t. XVIII, 

p. î83.) 

(Autre Solution pat M. Deuitrb. — Nouvelles Annales; i' Série, t. IV, 
p. 353.) 

1858. — k ctaiu un nombre donné et t. un angle aussi donné, 
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6o* 11« PARTIK. — ÉNONCKS. 

mais compris entre o et i8c^; g, G et h étant des inconnues a 
liaires liées par les relations 

G nn^ = -■;„,, 

Gcos^ = i8in« + cosa, 

On (leinaii'le les racines réelles de i'cqaation 

On donnera à G le même signe que k. 

1859. —Première question {rtlivée sur la déclaration déplus 



élèves de l'avoir traitée). 


On. 


donne les li 


■ois axes aa, aô. 


ie d'un 


ellipsoïde, et l'on demande de calculer l'iiir 


e de la section fai 


itc dans 


ce corps par un plan mei 


lé pa 


r le centre 


perpendiculairem 


ent à la 


droite qui fait avec les tro 


isas. 


3S les angles 


a, % r 




On pi-opose en outre de trouver l'équation de la surface 


conique 


formée par les perpendiculaires 


élevées par 


le centre à tous les plans 


qui, passant par ce point, 


détei 


■minent des 


sections ayant un 


e même 


aire donnée. 










Deuxième question. — 


Par 


un point do 


nné sur ra,ie d'un 


parabo- 


loïde de révolution on mè 


ne ur 


le sécante, < 


et par les points 


oû celte 


sécante coupe la surface, 


on n 


léne des normales à la secti< 


on méri- 


dieune qui les contient; 


ces n 


lormales se 


rencontrent en i 


.n point 


dont on demande le lieu. 










On examinera si tous les poi 


nts de la su 


rfacc obtenue fou 


t réelle- 


ment partie du lieu. 











1860. — Étant donnés deux ellipsoïdes A et B, trouver le lieu des 
sommets des trlèdres dont les faces sont tangentes à A et parallèles 
à trois plans diamétraux conjugués de B. 

[Solution par M. Leuoisb. — Nouvelles Annales ; i'° Série, t. XIX, p. î'ii).) 

1861. — Un ellipsoïde étant donné, trouver le lieu des centres 
des sections planes dont l'aire est égale à une constante donnée. 

186S. — On donne deu\ coniques ayant un même foyer ei leurs 
axes proportionnels. Soient FA, FA' leurs rayons vecteurs mini- 
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4. 

miims; on fait tourner ces rayons vecteurs autour de F, en conseï-- 
vant leur distance angulaire, soilFC, FC une position quelconque. 
En G et C on mène les tangentes à chacune des coniques. Trouver 
le lieu de leur point M de l'encontre. 

" prix). — Nouvelles Annales; a" Série, 



1863. — Une iuiTace de révolution du second degré pourvue d'un 
centre se meut de manière que, dans chacune de ses positions, elle 
rencontre suivant une circonférence de cercle une surface du second 
degré fixe et donnée. On demande le lieu du centre de la surface 

1864. — Deux paraboles de même paramètre ont leurs ases à 
angle droit, l'une d'elles est fixe, l'autre est mobile. Une corde com- 
mune AB passe constamment par le pied D delà directrice de la 
parabole fixe. 

On demande le lieu décrit par le sommet de la parabole mobile. 

1865. — Étant données deux sections coniques tangentes en un 
point 0, on leur mène la tangente commune OR, ainsi que les tan- 
gentes communes extérieures AA', BB', qui se coupent au point M. 
Cela posé, on propose de démontrer que : 

1° La droite PP', qui joint P, P' diamétralement opposés au point 
dans les deux coniques, passe par le point M; 

20 Les droites AB, A'B', qui joignent les points de 
chaque conique avec les tangentes extérieu 
pent en uii point R qui est situé sur la tangente c 
rieure OR; 

3" Les tangentes menées aux deux coniques parle point R louchant 
ces courbes en des points situés sur la droite MO. 

On fera voir que généralement le point U ne partage cette pro- 
priété avec aucun point, et l'on déterminera la condition qui doit 
être remplie pour qu'il existe une ligne telle, que les tangentes 
menées par chacun des points de cette ligne, aux deux coniques, 
donnent quatre points de contact en ligne droite, 

1866. — Démontrer que les quatre points d'intersection de 
deux coniques quelconques inscrites dans un même rectangle sont 
les sommets d'un parallélogramme dont lus côtes sont parallèles à 
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ittion^ fi\es Ticu\er le lieu géométrique des points de 
e toute le>i coniiues inscrites dans un même rectangle 
avec des tanf,entcs issues d un point donne ou menées parallèle- 
ment à une direction rtjnnee Ti Juver le lieu géométrique des points 
de ces coniqi(,s m la tangente fait un angle donné avec le diamètre 
qui aboutit au point de contact 

1S67. — Un ellipsoïde eldut donni, on piopose de trouver une 
droite L dans I espace et un point P sui 1 ellipsoïde, de façon que 
les cônes qui )nt pour sommet commun le point P et pour bases 
tes sections fiites dans 1 ellipsoïde pai le' plans contenant la 
droite L soient tous de i évolution on cherchera, en outre, quel 
est le lieu des positions que pieud la droite J lorsque le plus grand 
et le plus petit a-ve de 1 ellipsoïde lestant invariables de grandeur 
et de position on fitt \ariei la longueui de 1 axe moyen. 

(Solution pir MM Elus Weisch Duïivieb " Vo ivelUs Annales -f^'Sirii^. 
t. VI, pp. 4^7 ijq ■ibî ^ 

1868. — On pnp 5P 1" de ti uvei If lieu géométrique des 
points divisant dins un iipport donné les portions des tangentes à 
une conique qui sont comprises entre deux droites fixes; 2" de 
classer méthodiquement en s attachnnl suitoul aux cas généraux, les 
diverses formci que ce lieu .jéometiique peut affecter; 3° de trouver 
les conditions que dDivenl lemplu la conique et les deux droites 
fixes pour que If lieu gtometriqui demande se décompose en lignes 
du premier ou du second ordie 

1869. — On donne un ceicle dont le centre est en O et un point 
P dans le plan II ce ceicle en dehois de la circonférence. 

Trouver le heu léciit pai le* fojerï dune hyperbole équilatère 
doublement tdngenti. au cercle et passant par le point P. 

On constiuuà le lieu en supposant la distince PO égale au triple 
du rayon de la circonférence. 

1870. — On donne dans un plan deux ellipses concentriques 
ayant mêmes directions d'axes, et l'on demande le lieu des points 
tels que les cônes ayant ces points pour sommets et les ellipses pour 
directrices soient ég;aux. 

(Solution par M. Auoisn. — Nouvelles Annales; s' Série, t. X, p. i38.) 

1871. — {Il n'y a pas eu de Concours général.) 
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4. — CO^■COURS GÉNÉRAL. 63' 

1872. — Étant donné un prisme triangulaire droit, on le coupe 
|»ar des plans reneontrant les trois arêtes, de telle manière que les 
volumes des troncs de prisme obtenus soient dans un rapport 
donné ; i" trouver la surface engendcée par le centre de gravité de 
l'un des troncs de prisme, quand le plan sécant, se déplace sans 
cesser de rencontrer les trois arêtes; a° trouver les courbes qui for- 
ment tes contours de cette surface. 

On examinera en particulier le cas où le (irisme donné a pour 
bases des triangles équilatéraux. 

1873. — Une surface du second ordre 5 étant donnée, ainsi que 
deux points A et B sur celte surface, il existe une infinité de sur- 
faces du second ordre 2, qui sont tangentes en A et en B à la sur- 
face. On propose de trouver ; 

i* Le lieu géométrique des centres des surfaces S ; 

a» Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec les 
plans tangents qu'on peut leur mener parallèlement à un plan donné ; 

3° Le lieu géométrique des points de contact de ces mêmes surfaces 
avec les plans tangents qu'on peut leur mener par une droite donnée. 

(Solution par M. Ch. Brisse. — Nouvelles Annales ; a' Série, t. XII, p. i8. ) 

(Solution géométrique par M. Gemouille, p. ai.) 

1874. — Démontrer que la forme la plus générale d'un poly- 
nôme entier F(a:) réciproque et satisfaisant à la condition 



/F(fl7) = (3.= ~^)^*'(:c5-=; + i)'/[A„(*5-a^^-i)''' 

I -HAi(a^2_a._H,)»;«-«(3;!-a;)'-HA2(3;i-37H-i)a(«-î)(^î-ic)i 

p, q, n étant des nombres entiers, et Ao, Ai, A^. . , . , A„ des ( 
slanles quelconques. On dit qu'un polynôme entier F (ce) est i 
proque (F (a:) étant de degré M) lorsqu'il satisfait à la relation 



'fâ-î^ 



(Solution par M. MoRET-BLiNc. — Nouvelles Annales; a" Série, t. XIV, 
P- '■\'è'\-) 
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1875. — On donne un ellipsoïde, un plan et un point dans ce 
plan. On demande le lieu des sommets des c6nes circonscrits à l'ellip- 
soïde, et dont la trace sur le plan donné admet le point donné 
pour foyer. 

(Solution par M. Touhrettes. — Nou\iettes Aimaies ; 2° Série, t. W, p. ^Gg.) 

1876. — Élant donné un parallélépipède, on considère trois arêtes 
qui n'ont pas d'extrémité commune et les deux sommets non situés 
sur ces trois arêtes : 

1" Trouver l'équation du lieu d'une courbe plane du second degré, 
passant par ces deux points et a'appuyant sur les trois arêtes; 

2" Chercher les droites réelles situées sur la surface; 

3° Étudier la forme des sections faites dans la surface par des 
plans parallèles à l'une des faces du parallélépipède, 

( Solution par M. ToURBBTTES. — IVoueelles Annates ;2° Sécic,\,. X\ ni,p. m?.) 

1877. — Rechercher les surfaces S du second degré sur les- 
quelles il existe une droite D, telle que l'hyper h oloïde de révolu- 
tion H, qui a pour axe une génératrice rectiligne quelconque G, de 
la surface S, du même système que D, et qui passe par la droite D, 
coupe orthogonalement la surface S en tous les points de cette 

Si l'on considère tous les liyperboloïdes H qui se rapportent à une 
même surface S jouissant de la propriété énoncée ; 

I" Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers F des hjper- 
boloïdes H' conjugués des hyperboioïdes H; 

a» Par l'un des foyers F de l'hyperboloïde H' on mène un plan P 
parallèle à la perpendiculaire commune aux deux, droites G et D, et 
faisant, avec cette dernière, un angle supplémentaire de celui que 
fait avec celle même droite l'axe G de l'hyperboloïde H ; trouver le 
lieu de la droite qui joint ie point oii le plan P coupe la droite D à 
l'un des points oiice plan coupe la courbe d'intersection de la surface 
S el de l'hyperboloïde H. 

{Solution par M. Mohei-Blakc. — Noui'eUes Annales;^" Série, t. Wllip.aog. ) 

(Solution par M. Boudé (PriK d'honneur). — a* Série, t. XIII, p. i3.) 

1878. —Les droites A'O A, B'OB,C'OG sont trois axes de coor- 
données rectangulaires ; on suppose OA' = OA = «, OB' = OB = b, 
OC = OC = c. Déterminer : i" le lieu des axes de révolution des sur- 
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faces du second d iu p n p 1 s six points k', A, B', B, G, 

G; ao le lieu de e m Dd s. 

On conslruiia lap j 111 points D sur le plan AOB, 

en supposant a > c > 6, et l'on partagera la courbe en arcs tels 
que chacun d'eux corresponde à des surfaces de même espèce. 

(Solution par Sf. Mccasux. — Noui/eltes Annales ; 2' Série, t. XX, p. i^.) 

1S79. — On donne un hyperboloïde, par un point P pris dans le 
plan de l'ellipse de gorge on mène une parallèle à une génératrice 
quelconque, et l'on considère le cylindre de révolution qui aurait 
pour axe cette parallèle et passerait par la génératrice. Ce cylindre 
coupe l'hyperboloïde suivant une courbe du troisième degré. 

Cette courbe du troisième degré possède un point double dont 
on demande le lieu. 

(Solution par M. Grikss. — Nouvelles Annales; s* Série, t. XX, p, ïo.) 

Question retirée. — Etant donnée une équation du troi.sîème degré 
x^ -+- ax'' -+- bx H- fi = o, 
calculer les coefficients m, n, p d'un polynôme du second Hegré 
mx^ + nx^'P 

tel que les valeurs que prend ce polynôme quand on y remplacer; 
successivement par les trois racines de l'équation proposée soient 
égales à ces trois racines. 

Réciproquement, étant donné un polynôme du second degré 
mx^-i-nx-l-p, calculer les coefficients a, b, e d'une équation du troi- 
sième degré 

x^ -1- ax'^ -\-bx -^ c = 

telle que la propriété énoncée précédemment ait lien. 

1880. ^ Sur une courbe donnée du troisième degré, ayant un 
point de rebroussement 0, on considère une suite de points A_n, 
A_|,j_ii, ..., A_5, A_), Ao, Al, Aj, ..., An_i, A„, tels que la tan- 
gente en chacun de ces points rencontre la courbe au point suivant : 

i" Étant données les coordonnées du point Ao, on propose de 
trouver les coordonnées des points A-,„ A„, et de déterminer les 
limites vers lesquelles tendent ces points quand l'indice n augmente 
indéfiniment; 

R. — Ex. de Géom. anal., II. 5* 
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a" On demande le lieu dé p p m 

la courbe du troisième deg m n 

point de rebroussement 0, m g 

gant constamment par trois P O R 

3» On étudiera commen d 

lieu el des côtés du triangle PQR q 
se déplacent sur des droites p P P "^ 

(Solution par M. Doulet. — i\ A 



Question r 









i' On demande d'exprimer en fonction du paramétre q les coefli- 
cients des différentes puissances de la variable z; 

2° Le paramètre q étant, un nombre réel dont la valeur absolue 
est inférieure à l'unité, ou une quantité imaginaire dont le module 
est inférieur à l'unité, démontrer que le coefficient d'une puissance 
quelconque de z tend vers une limite, quand n augmente indéfini- 
ment, et détei-miner cette limite. 

1881. — Trouver le lieu des points tels que les pieds des sis 
normales qu'on peut mener de l'un quelconque d'entre eux à un 
ellipsoïde donné à trois axes inégaux se séparent en deux groupes 
de trois points dont les plans respectifs soient parallèles entre eux. 

Montrer que, si l'on donne un point P du lieu, la solution de ce 
problème ; mener du point P les normales à l'ellipsoïde, dépend de 
la résolution de deux équations du troisième degié. 

Discuter ces équations. 

(Solution par M. Gtat. — Nouvelles Aimales; 3° Strie, t. IV, p. aâa. ) 

1883. — Par un point P pris dans le plan d'une parabole donnée, 
dont le sommet est en 0, on mène à cette courbe trois normales 
qui la rencontrent au-c points A, R, C. Les longueurs PA, l'B, PC, 
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4, ~ CONCOUltS GÉNÉRAL. 67* 

especti veinent par a, b, c, l, on demande 
(le former l'équaiion du troisième degré donl les racines sont 



et d'indiquer les signes des racines d'après la |JosiLioii du point 1' 
dans les diverses régions du plan. 

1883. — D'un point P, pris sur une normale en un point A d'un 
paraboloïde elliptique, on peut mener à la surface quatre antres nor- 
males ayant pour pieds des points B, C, D, E : 

lo Trouver l'équation de la splière S passant par les quatre points 
B, C, D. E; 

2° Trouver !e lieu des centres des sphères S quand le point P se 
déplace sur la normale au point A, ainsi que la surface engendrée 
par la droite PI. 

(Solution par M. Footkhé. — Nouvelles Annales;^' Série, t. IH, p. 4îî') 

(Autre solution par M. Roussel. — Nouvelles Annales; 3° Série, t. VU, 
p. Zkk-) 

1884. — Par le centre d'un ellipsoïde donné, on mène trois dia- 
mètres conjugués quelconques, et, par les points où ces droites ren- 
contrent la sphère circonscrite au parallélépipède formé par les plans 
tangents aux sommets de l'eliipsoïde, on fait passer des plans. 

I» Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un 
point donné P sur ces plans variables. 

1" Ce lieu est une surface du quatrième ordre, dont l'équation 
peut être ramenée à la forme suivante 

l^ï -H^î ^-aî)! -V- 4AaT= -H 4A.'/î'l- 4A.°s2 + 8c,c 

-h8c;7-H8c''£q- iD = o. 

Trouver toutes les sphères telles que chacune d'elles coupe la 
surface suivant deux cercles. 

3" Ces sphères forment cinq séries, parmi lesquelles deux ne sont 
pas distinctes. 

Démontrer que les sphères de la série double passent toutes par 
un même point, et trouver le lieu de leurs centres. 

Démontrer que les sphères des trois autres séries coupent respec- 
tivement à angle droit les sphères fixes Si, Sj, Sj. 

4" Trouver le lieu des centres des sphères de ces trois séries. 

(Solution par M. Ch. iiR\ssii.^ Nouçellos Annales -,0' Sèr\c, 1. 111,^. Î23.) 
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1S85. — Étant donné un hyperboloïde à une nappe, on considère 
toutes les cordes de cette surface qui sont vues du centre sous un 
angle droit et l'on demande : 

|0 L'équation du cône lieu géométrique des cordes D qui passent 
par un point donné S ainsi que les positions du point S pour les- 
quelles ce cône est de révolution; 

2" La courbe à laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées 
dans un plan donné P ainsi que les positions du plan P pour les- 
quelles cette courbe est une parabole ou une circonférence de 

(Solulion par M. \UiKHiSu. — A'ouvelles Annales; 'i' Série, t. VIT, p. 8.) 

1886. — Étant donnés une surface du second ordre S et deux 
points A et B, on mène par B une sécante qui rencontre la surface S 
aux points G, G' et le, plan polaire du point A au point D. Soient 
M et M' les points oii la droite AD rencontre les plans qui toucbenl 
la surface aux points G et G'. La sécante BD tournant autour du 
point B, on demande le lien décrit par les points M et M'. Ce lieu se 
compose de deux surfaces du second ordre dont l'une est indépen- 
dante de la position occupée pav le point B dans l'espace et donr 
l'autre S dépend de la position de ce point. Gliercher ce que devient 
S, quand, dans la construction qui donne les points de cette surface, 
on fait Jouer au point A le r61e du point B et inversement. 

Le point A restant fixe, déterminer les positions occupées par le 
point B quand la surface S n'a qu'un centre unique à distance 
finie. 

(Solution par M, Mauciiund. — Nouvelles Annales; î° Série, t. VII, 

p. ,4.) 

(Autre solution par M. MsLo. — Nouvelles Annales; 3° Série, t. VII, 
p. 3. 7-) 

188T. — L» On repré^enic par 

les coordonnées des points d'intersection de deux courbes algé- 
briques dont les équations mises sous forme entière sont 

/(^,j) = o, F{;e,j) = o. 

On suppose que ces points d'intersection sont simples et situés à 
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distance finie. Montrer que, pour eliaque valeur de (, on peut 6 

/(t,7) = (»;-«.). o,(a',r) + (r-r,), 6((»,r), 

('=>.».3 

F(«,^) = (»-m), A,(».^>+(j-j.,), B,(»,r), 
les coefficients a/, b,, A,-, B,-, étant des polygones en :r, y. 



*(«,7)=S,_j C,ï,(»,j), 

et l'on demande de déterminer les consiaïues G/ de manière que le 
polynôme * prenne pour x — m; eiy =y; une valeur donnée m,-. 
Montrer que le polyn&me *, ainsi obtenu, comprend, comme cas 
particulier, la formule d'interpolation de Lagrange. Démontrer que 
tous les polynômes en icet en j' qui, pour a: = XiCly =J"/, prennent 
la valeur ii, peuvent Être mis sous la fonne 



M et N étant des polynômes en sr et enf- 



les équations de deux coniques « et U, et ).], X^, ij les racines de 
l'équation obtenue en égalant à zéro le discriminant de la fonction 

/-XF; 

trouver la relation entre X,, Xi, î.3 exprimant la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'on puisse inscrive dans la conique 11, un qua- 
drilatère circonscrit à la conique U. 

1888. — Soit G la courbe, lieu géométrique des sommets des 
angles de grandeur coustanie, circonscrite à une ellipse donnce E; 
D une droite également donnée. Démontrer qu'il y a trois coniques 
tangentes à la droite D et touchant en quatre points la courbe G. 
lature de ces trois coniques. 
Il "^21 "3i ^1 l6S points oii la droite D rencontre la courbe G; 
de ces points n,, 1^, par exemple, on fait passer une série 
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de cercles coupant la courbe C en deux points variables M et _\1 ; 
trouver la courbe enveloppe des droites MM'. 

On suppose la droite D, tangente à l'ellipse E, et, par les points 
"^i, ciii "3> *i7 cil cette tangente rencontre la courbe G, ou mène des 
tangentes autres que la tangente D; trouver le lieu décrit par les 
sommets du quadrilatère formé par ces tangentes, quand la droite D 
roule sur l'ellipse E. 

(Solution par M. Ch. BiuaflK. — Piouvelles Annales; 3' Série, t. Vit, p. jîr. ) 

1889. — On donne un cercle ayant pour centre le point O et une 
parabole P, on considère les coniques G inscrites dans le quadrilatère 
formé par les tangentes communes au cercle et à la parabole. Cela 
posé, on demande ; 

I* De trouver l'enveloppe des polaires A du centre par rapport 

2° L'enveloppe des tangentes S aux coniques C telle que la normale 
au point de contact passe par ; l'enveloppe des axes des coniques G . 
Le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées de O 
sur A, sur les tangentes S et sur les a\es de C. 

1890. — On donne une surface du second ordre S, un point fixe A 
sur cette surface, et une conique G située dans un plan P. 

Les trois droites qui joignent le point A aux sommets Ai, Aj, Aj 
d'un triangle T situé dans le plan P l'encontrent respectivement la 
surface S en des points a^, a^, a^ autres que A. 

I" Démontrer que le plan ai dj 0.3 passe par un point fixe M quand 
le triangle T se déplace dans un point P en restant conjugué par 
rapport à la conique G ; 

2» Trouver le lieu décrit par le point M quand la conique G varie 
en restant circonscrite à un quadrilatère donné; 

31 Trouver le lieu décrit par le point M quand la conique 
varie en restant ensuite dans un quadrilatère donné. 
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1871. — On donne trois points A, B, G; on demande de trouvei' 
le lieu des centres des ellipsoïdes Ue révolution pour lesquels ces 
trois points fixes sont les exirémiiés de trois diamètres conjugués. 

(Solution par M. DE GnossouvHE. — Nou.'jdles Annales; t Série, l.X,p.3'j2.) 

1872. — On donne deux droites fixes A et i', qui ne se ren- 
contrent pas ; par ces deux droites on fait passer des surfaces L du 
second degré, pour lesquelles la somme des carrés des longueurs algé- 
briques des axes, ainsi que le produit de ces mêmes longueurs, sont 
des quantités constantes et données ; 

1" Trouver le lieu des centres des surfaces L ; 

2" Considérant une quelconque des surfaces L et le centre 1 de 
cette surface, on mène par le point I une droite rencontrant les 
deux droites fixes en D et D'; calculer la distance DD'; 

3° Par les points D et D', on mène des plans respectivement 
perpendiculaires aux droites i et i'; trouver le lieu des intei-sections 

(Solution par M. Croskciîr. — Nouvelles Annales; 2° Série, t. XI, p. ^,m.) 
(Autre solutioupor M. Gsmbbï, t. XII, p. ga. ) 

1873. — On donne une hyperboloïde à une nappe, sur lequel on 
prend une génératrice déterminée G. En un point quelconque P 
de cette génératrice, on mène la normale à la surface; on suppose 
que cette normale, considérée comme un rayon incident, se réfléchit 
suivant la loi connue, sur le plan de l'ellipse de gorge. On demande : 
i" la surface engendrée par le rayon réfléchi, lorsque le point P se 
déplace sur la génératrice G; 2" l'enveloppe des sphères ayant pour 
centre le point d'incidence et pour rayon la dislance du point d'inci- 
dence au point P. 

(Solution par M. Cambeï. - Nouvelles Annales; i' Série, t.. SIII, p. 33,) 
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1874. — On driiine une ellipst. et une hiperbole liomofocdles; 
on imagine une conique quelionque G, doublement tangente à 
chacune des coniques données On demande de ttouver tt de discu- 
ter le lieu des points de rencontie des tangentes a l'ellipse et a 1 hy- 
perbole aux points oii ces couibes sont ioni,hees pai la conique 
variable. 

(Solution par M. Feot. — Nouvelles AnnaUs; ■i' Série, t. S.\\, p. SoS.) 

(AiUre Solution par M. Gekiï, t. XVII, p. i86.) 

1875. — A un ellipsoïde donné, on circonscrit une série de sur- 
faces du second degré, les courbes de contact étant l'inleraeclion 
de l'ellipsoïde par un plan fixe P. On circonscrit ensuite à chaque 
surface un cône ayant pour sommet un point donné A : 

I" Trouver le lieu des courbes de contact des cônes et des surfaces; 

3» Classer les surfaces qui forment le lieu, quand on suppose le 
point P fixe et le point A mobile dans l'espace. 

On déterminera pour chacune des variétés do lieu, les surfaces 
qui limitent les régions de l'espace où se trouve alors le point A. 

(Solulion par M. Oauheï. — Nouvelles Annales;'^' Série, t. XVII, p. 7;.) 

1876. — On donne une parabole et un point H dont la projecUon 
orthogonale sur le plan de la parabole se fait au sommet de celte 
parabole : 

i" Trouver l'équation générale des surfaces de révolution du 
second degré qui passent par la parabole P et par le point H. 

2° Déterminer le nombre de celles de ces surfaces dont l'axe 
passe par un point A donné dans le plan Q, qui contient le point H 
de l'axe de la parabole P. 

Classer les mêmes surfaces quand le point A se meut dans lu 
plan Q. 

(Solution par U. GmBEV. — Nouvelles Annales; 1' Série, l, XVII, p. 414.) 

1877. — On donne un ellipsoïde et un point A : 
1° Trouver un point B tel que, en menant par ce point un plan 
quelconque P, la droite AB soit toujours l'un des axes du cône qui 
a pour sommet !e point A. et pour base la section de l'ellipsoïde par 
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2° Le problème a, en général, li'oia solutions ; trouver pour quelles 
positions du point A le nombre des solutions devient infini ; 

3" Le point A restant fixe, ou suppose que l'ellipsoïde se déforme, 
de façon que les trois sections principales conservent les mêmes 
foyers, et l'on demande le lieu que décrit alors le point B. 

(Solution par M. Boubsuet. — Nouvelles Anitales ; 2" Série, t.XVIIl,p. 170.) 

1878. — On donne une sphère S, un plan P et un point A; par 
le point A, on mène une droite qui rencontre P en un point B; puis 
sur AB comme diamètre, on décrit une sphère S' ; le plan radical des 
sphères S et S' rencontre la droite AB en un point M. 

1" Trouver le lieu déci'it par le point M quand la droite AB tourne 

2" Discuter le lieu précédent, en supposant que le point A se 
déplace dans l'espace, le pian P et la sphère S restant fixes. 

(Solution par M. Gjindeï. — Nouvelles Annales; a" Série, t. XIX, p. Ss. ) 

1879. ^ On donne un hyperholoïde à une nappe et un point k. 
On considère un parabololde circonscrit à l'hjperboloïde et tel que 
le plan P de la courbe de contact passe par le point A. Soit M le 
point d'intersection de ce paraboloïde avec celui de ses diamètres 
qui passe par A; soit Q le point de rencontre de P avec la droite 
qui joint le point M au pôle du plan P, par rapport à l'Iijper- 
boloïde. 

Le plan tournant autour de A, on demande : 

i" Le lieu du point M; 

2" Le lieu du point Q. Ce second lieu est une surface du second 
degré S, que l'on discutera en faisant varier la position du point A 
dans l'espace ; 

31 Le lieu des positions que doit occuper le point A, pour que S 
soit de révolution. 

(Solution par M. GabBïï. — Nouvelles Annales', 3» Série, t. I, p. aJS.) 

1880. — On donne un ellipsoïde et l'on considère un cône ayant 
pour base la section principale de l'ellipsoïde pei-pendiculaire à l'axe 
mineur; ce cOne coupe l'ellipsoïde suivant une seconde courbe située 
dans le plan Q. 

1" Le sommet du cône se déplaçant dans un plan donné P, trouver 
le lieu déciit par le pôle de Q, par rapport à l'ellipsoïde ; 

2° Ce lieu est une surface du second degré S; on demande de doter- 
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minei- les positions du plan P pour lesquelles le cûnc asymptote 

de S a li'ois génératrices parallèles aux a\es de symétrie de l'ellî- 

3° Le plan P se déplaçant de façon qu'il satisfasse aux conditions 
précédentes, trouver le lieu des foyers des sections faites dans une 
surface S par un plan fise B. perpendiculaire à l'axe mineur de l'elli- 
psoïde ; 

4" Trouver la surface engendrée par la courbe, lieu de ses foyers, 
quand le plan R se déplace parallèlement à lui-même. 

(Solution par M. Oaudknes. — IVoiiveUes Annales ; 3' Sévir, t. 1, p, iS».) 



1881. — On donne un ellipsoïde. On considère des droites D 
telles que, si par chacune d'elles on mène des plans tangents à l'elli- 
psoïde, les normales aux points de contact, M et M', soient dans un 
même plan : 

1° Démontrer que la droite D et la droite des contacts MM' soiu 
rectangulaires; 

a° Trouver le lieu des droites D qui passent par un point donné A ; 
3° Ce lieu est un cône du second degré; trouver le lieu des posi- 
tions du point A. pour lesquelles ce cône est de révolution ; 

4° Trouver l'enveloppe C des droites D qui sont contenues dans 
UB plan donné P, et trouver la surface S engendrée par G quand P 
se déplace parallèlement à un plan donné Q ; 

5" Trouver, pour quelle direction de Q la surface S est de révo- 

( Solution par M. Gentï. ~ Nouvelles Annales; c" Série, t. VI, p. ^oi.j 

1882. — On donne une ellipse et un point P dans son plan : 

|0 Trouver le nombre de cercles osculateurs à l'ellipse tels que 
chacune des cordes communes à l'ellipse et à ces différents cercles 
passe par le point P; 

a" Trouver, pour chacune des positions du point P, combien de 
ces cercles sont réels ; 

3° Démontrer que les points de contact de l'ellipse et des cercles 
osculateurs sont sur un même cercle C ; 

4" Trouver l'enveloppe E des cercles C, quand P décrit l'ellipse 
donnée; 

5" La courbe E peut être considérée comme l'enveloppe d'une 
série de cercles qui coupent à angle droit un cercle fixe et dont les 
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centres sont sur une conique. Chercher de combien de manières 
différentes est susceptible ce mode de génération. 

1883. — D'un point ilonné P, on mène dei normales à un 
ellipsoïde cionnc : 

. i° Dëmonirer que, pai' les pieds de ces six normales, on peut faire 
passer une infinité de surfaces du second ordre S, concentriques fi 
l'ellipsoïde ; 

î" Trouver le lieu que doit décrire le point P pour que les sur- 
faces S soient de révolution; 

3" Déterminer le cône lieu des axes de révolution des surfaces S ; 

4° Sur la section de ce cône, par un plan perpendiculaire à l'axe 
mineur de l'ellipsoïde, indiquer les points par lesquels passe l'axe de 
révolution quand la surface S est un ellipsoïde, un Lyperboloïde à 
une ou deux nappes, un cône, un cylindre ou un système de deux 
plans parallèles. 

^iioWliol\p'arM.'Mansc'^^L^:^c. — Nouvelles Annales; 3°Sèi-ie,t.VII,p. .53S,) 

1884. — On donne une ellipse et une hyperbole situées respec- 
tivement dans deux plans rectangulaires P et Q, et pour chacune 
desquelles la droite d'intei'section des deux plans P et Q est un axe 
de symétrie. 

1° On considère tous les plans R tangents à la fois à l'ellipse et à 
l'hyperbole, cl l'on propose de démontrer qu'il existe une infinité 
de surfaces du second degré S, tangentes à la fois à tous les plans R ; 

1" Trouver le lieu des centres des surfaces S et déterminer la 
nature de chacune de ces sui'faces, suivant les positions occupées 

30 Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
surfaces S soient homofocales. 
(Solution par M. Jasgi. — Nouvelles Annales; 3- Série, t. VU. p. 3^i.) 

1885. — Étant donnes une sphère S et un petit cercle C de cette 
sphère, on propose : 

[« De montrer qu'il existe deux paraboloïdes passant par le cercle C 
et louchant la sphère en un point M donné sur sa surface; former 
les équations des deux paraboloïdes; 

a* Trouver le lieu des sommets des paraboloïdes correspondant aux 
divers points M de la surface S ; 
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^^ A un point M et au point M' diamétralement opposé sur la sur- 
face de la sphcie correspondent quatre paraholoïdes qui, combinés 
deux a deux d'une manière convenable,, ont nne ligne commune 
autre que le cercle C; déterminer la surface engendrée par cette 
ligne commune lorsque le diamètre MW prend toutes les directions 
possibles. 

1886. — Étant donnés dans un plan une droite D, un point O sur 
celte droite et une drotle D', on demande : 

i» De former l'équation générale des coniques qui touchent la 
droite D au point O et qui ont la droite D' pour directrice; 

2" De montrer que deu\ de ces coniques passent par un point 
quelconque P du plan. Déterminer la région où doit se trouver le 
point P pour que ces deux courbes soient réelles, et, dans ce cas, en 

3° Les deus coniques du faisceau considéré, qui passent en un 
point P, se coupent en un second point P'; calculer les coordonnées 
du point P' en fonction de celles du point P; et, en supposant que 
le point P décrive une ligne C, trouver quelle doit ctre la forme de 
l'équation de cette ligne pour que le point P' décrive la même 
ligne. 

( Solution par M. BnmsiEN, — Nouvelles Annales; 3' Série, t. VI, p. 871.) 

1887. — 1° Démontrer que le lieu des points, tels que les tan- 
gentes menées de cliacun d'cu\ à une conique S soient conjuguées 
harmoniques par rapport aux tangentes menées à une autre conique 
S', est une troisième conique 2 qui passe par les points de contact 
a, b, c, d, a', b', c', d des tangentes communes aux deux coniques 
S et S': 

a" La conique S étant une ellipse donnée, et la conique i; un 
cercle donné, trouver l'équation de la conique S'; 

3" Démontrer qu'il existe quatre circonférences de cercle réelles 
passant chacune par deux foyers de la conique S et deux foyers de 
laconique S'; 

4° Soient a et a' les points de contact de S et S' avec l'une de 
leurs tangentes communes. Démontrer que si a' est la projection du 
centre de la conique S sur la tangente commune, les normales à S' 
aux points b', c', ^ se coupent en un point M qui reste fixe, 
quand S varie de façon à passer constamment en a et a! . 

(Solution par M. Fërïal. — Nouvelles Annales; 3" Série, t, VI, p. 2Î(i. ) 
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a donne un ellipsoïde S et deux points P et 



P', i 



considère les ellipses C et G' suivant lesquelles l'ellipsoïde est coupé 
par les plans polaires des points P et P' ; 

I* Démontrer que les coniques G et G' el les points P et P' sont 
situés sur une quadrique S, qui, en général est unique; 

a° Discuter cette quadrique en supposant que le point P' se déplace 
dans l'espace, le point P et l'ellipsoïde S restant fixes ; 



3» Les points P et P' étant s 
quadrique Z suit indéterminée, trou 
quadrique ; 

4° En supposant que les points P ♦ 
quadrique 2 soit une sphère, trou 
celte sphère; 

5° Peut-on déterminer ua point 
rayons ■vecteurs réciproques de la ; 



1 du 



de façon que la 
de cette 






n cône du seond degré. 



e déplacent de façon que la 
a surface enveloppe E de 



A tel que la transformée par 
[rface E, en prenant le point A 



1889. — On donne un cône du second degi'é C et deux quadrîques 
A et A' inscrites dans ce cône. On considère une quadrique variable S 
inscrite dans le même cône et touchant les quadriques données A 
et A' en des points variables a et a'. 

i" Démontrer que la droite ai' passe par un point lîxe ; 



2° Trouver le lieu de la droite d'intf 
la surface S aux points a et a'; 

3" Démontrer que le lieu du p&le d'u 
surface S se compose de deux coniquei 

4" Trouver le lieu de la droite qui pi 
de ces deux quadrîques lorsque le pla 
rallèle à un plan langent au cône. 



[■section des plans tangents à 

Il plan fixe P par rapport ù la 
bilangenies; 

sse par les points de contact 
L P se déplace en restant pa- 



1890. ^ I. On donne deux droites a;0a;',_j'0y, qui se coupent e 
on point G, el sur la première un point A, sur la seconde un point E 



a^Oa^e: 



3tjO/enN,ell'o 






e mobile n 
que la longueur MN est égale à la soi 
diiférence des longueurs AM et BN : 

i" Démontrer qu'il y a deux séries de droites q 
condition. Trouver combien on peut faire passe 
un point donné P du plan. Construire ces droites et distinguer pan 
ces droites celles pour lesquelles la longueur MN est la somme di 
longueurs AM et BN de celles pour lesquelles elle en est la différend 



;s droites pai 
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V> Soit MN une droite appartenant à l'une des deux séries; dé- 
montrer que le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle OMN 
est une conique qui a un foyer au point 0, ei que l'enveloppe du 
cercle circonscrit au triangle OMN est un cercle. 

II. On donne un triangle ABC et uu point P dans son plan : 

a. Trouver le lieu des centres des coniques S inscrites dans le 
triangle ABC et qui sont vues du point P sous un angle donné u; 

b. Discuter ce lieu en supposant que le point P se déplace dans le 
plan du triangle; 

c. Démontrer que, si l'angle donné west droit, toutes les coniques 
S sont aussi vues sous un angle droit d'un autre point P'. Montrer 
que, dans ce cas, si le point P se déplace, la droite PP' passe par un 
point fixe 1, et que le produit IP, IP' est conuan). 
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I. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. 



CHAPlïKli; 1. 

PLAN, LIGUE DROITE, SPHÈRE. 



1, —Plan et ligne droite. 
Exercices .- 

Un plan tourne autour d'une droite fixe; d'un poiiiL lixc de l'espace 
on abaisse à chaque instant la perpendiculaire sur ce plan ; on de- 
mande le lieu de celte droite 

Trouver les équations de la projection de la droite 



sur le plan 

\x + By + Cz-i-D = o 

Trouver les coordonnées du point symétrique d'un point donné par 

rapport h une droite donnée 

Etant données les équations d'une droite 
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former les cquatioiis (le dcuï plans vectangul aires passjnt par celle 
droite 

On donne deux droites A, B ; par la droite A on mène des plans sur 
lesquels on projette la droite B; on demande le lieu géométrique de 
cette projection 

Chercher si les deux droites 



se coupent. 
On mène la perpendiculaire commune à ces deus droites ; ti 

les coordonnées de son pied sur la première droite 

On donne le plan 



en coordonnées reetangolaires : éorii-e les équa 
rectangulaires contenues dans ce plan et pass 
On donne deuï droites 



Par chacune d'elles on mène un plan; on demande le lieu de l'in- 
tersection de ces plans quand on les astreint à se couper sous ur 
angle donné m 

Lieu des sommets des angles de grandeur constante dont les coté^ 
passent par deux points fixes 

Une droite se déplace en restant parallèle à un plan donné et en s'ap 
payant snr deui droites de l'espace; lieu des points qui divisent c 
segment mobile dans un rapport donné 

Lieu des points dont la différence des carrés des distances à deu 
points donnés est cdnstante 

Lien du milieu d'un segment de longueur constante s'appnyant su 
(lens droites rectangulaires non situées dans un même plan 



3, —Sphère. 



Lieu des centres des sphères passi^nt pur uu ijoint donné ei 
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Lieu des ceatres îles spliiires passant par uq point donne et inlci- 
ceplanl sur une ligne droite donnée un segment de longueur 

Lieu des centres des sphères de rayon constant passant par un point 
donné et tangentes à une droite donnée, 



CHAPITRE II. 

GÉNÉRATION BES SURFACES. 

1. —Surfaces cslindriques. 



Exercices : 
Équation du cylindre circonscrit ii Ui surface dont 



parallèlement fi une direction donnée 

Équation d'un cylindre dont les génératrices ont une direction donnée 
et s'appuient sur une directrice définie par les coordonnées de l'un 
quelconque de ses points 

On donne la courlie dont les équations sont 

et la droite 






2. — Surfaces c 



Équation d'un cône ayant un sommet doiino (a, |i, r) cl poui 
trice la parabole 



y'-->.px 
- Ex. du Gvant. uaai., (1. 
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On donne un plan parallùle au pljn des xy; dans ce plan, une cir- 
conférence ayant son centre aur l'aïe des z. On demande l'équation 
du cûne qui a cette circonférence pour directrice et l'origine pour 

On donne dans le plan des aiy un cercle de rayon a tangent aux 
deux axes de coordonnées; écrire l'équation du cône ayant cette 
courbe comme directrice et un point de l'axeOscomme sommet.. 

Déterminer les projections de la courbe de contact d'nn cûne de som- 
met donné circonscrit à une sphère de rayon donné, suc les plans 
de coordonBÉes 

On donne trois axes rectangulaires et deux droites fixes D et D' se 
coupant en M; on demande le lieu décrit par une droite passant 
en M et se déplaçant de telle sorte que le produit des cosinus des 
angles qu'elle fait avec les droites D et D' ait une valeur constante 
donnée 

Exprimer que deux droites données ensemble sont rectangulaires. .. . 

On donne la surface dont l'équation est 

à quelle condition doit satisfaire un plan passant par l'origine pour 

couper cette surface suivant deux droites rectangulaires 

Équation du c6ne ayant pour sommet un point donné et pour direc- 
trice une courbe donnée par les coordonnées de l'un quelconque de 
ses points 



Équation du conoïde ayant pour plan directeur le plan des xy, 
comme axe l'axe des « et pour directrice une circonférence dont le 
plan est parallèle au plan zQy et dont le centre est sur O^ (coin 
de Wallis) 44 

Équation du conoïde ayant ses génératrices tangentes il une sphère 
et pour plan directeur un plan perpendiculaire à l'axe 4^ 

On considère un cylindre de révolution dont l'axe est 0.s; on demande: 
(' les équations d'une hélice tracée sur ce cylindre; 2° l'équation 
du conoïde ayant pour axe l'axe du cylindre, pour plan directeur 
le plan des xy et l'hélice pour directrice 4^ 

Équation d'un conoïde dont on donne le plnn directeur, l'axe et une 



y Google 



directrice définie par les coordonnées de l'un quelconque de ses 
pointa ,'il 

4. — Surfaces de révolution. 

lUrPET, DE HÉSULTAT3 ^S 

Exercices ; 

Éijuation d'une surface de révolution dont on donne l'axe et une di- 
rectrice définie par les coordonnées de l'un de ses points 5o 

On donne trois aïes rectangulaires Ox, Oj-, Oe;oQ considère la bis- 
sectrice de l'angle iC O^ : on demande l'équation du cône engendré 
par l'axe Oi?^ tournant autour de cette droite 5i 

On donne la droite !C = y = z el, dans le plan des xy, la droite 
a: —y = a; trouver l'équation de l'hyperboloïde de révolution en- 
gendré par ta rotation de la seconde droite autour de la première. , 5a 

Lieu des sommets des cOnes de révolution circonscrits il un ellip- 
soïde 53 

Lieu des axes des surCaces de révolution représentées par l'équation 

œ'-l-l^-l-a3'-f-2[iiSaT— 2iiC-M =^o 5; 

Les droites A'OA, B'OB, C'OC sont trois axes de coordonnées rectan- 
gulaires; on suppose 0A'= OA = o; 0B'= OB = (j;OC' = OC — c; 
déterminer le lieu des axes de révolution des surfaces de révolu- 
tion du second ordre qui passent par les six points A, A', B, B', 
C, C ^8 

5. ~ Surfaces réglées. 

Rappet. niî niïsui.T.vi's G i 

Équation de la surface réglée engendrée par une droite s'appuyant 
sur une droite donnée et sur deui directrices définies par les coor- 
données de l'un quelconque de leurs points Hj 

On donne les équations de trois droites ; 
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et l'on demande l'équation de la surface engendrée par une droiti 

qui s'appuie sur les trois droites données 

Équation de la surface engendrée par une droite s'appujBnt sur uni 
droite donnée et sur deux circonférences données, situées dans de: 
plans parallèles entre eux et à la droite donnée. La projeclion de li 
droite donnée sur un plan parallèle à ceux des circonférences passi 
parles projections des centres des circonférence s (arrière-vi 
Marseille) 

On donne les équations 



et l'on demande : 
1° Quelle est la surface représentée par ta première équation; 
ï° De reconnaître si les droites ( î) et (3) se coupent; 
3" L'équation de la surface engendrée par une droite qui s'appuie 

sur les droites (a) et (3) et qui reste tangente à la surface (i) 66 

Équation de la surface engendrée par une droite s'appuyant sur une 

conique et sur deux droites données 68 

Équation de la sarface engendrée par une droite qui reste normale 4 
une courbe donnée par les cooordonnées de l'un quelconque de ses 

points, et s'appuie sur une droite donnée 69 

On donne une courbe par les coordonnées de l'un quelconque de ses 
points 

On demande l'équation de !a surface engendrée par une droite qui 
reste normale a cette courbe et se déplace de telle sorte que le plan 
tangent à la surface fasse arec un plan donné un angle donné (sur- 
face d'égale pente) 70 

On donne la courbe dont les équations sont 



et l'on demande l'équation de la surface engendrée par une droite 
qui reste nonnale à la courbe et fait avec le plan œOy un angle 
constant 
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II. -- PROBLÈMES GÉNÉRAUX. 
CHAPITRE I. 

GÉOMSTtUS: PLANE. 

I.ln donne une parabole et une droite. Trouver le lieu des points tels 
ijue les tangentes, menées à la parabole de chacun d'eus, forment 

avec la droite donnée un triangle de surface donnée 

On donne une ellipse et un cercle ayant pour centre un foyer de l'el- 
lipse. Trouver le lieu des points tels que les tangentes menées de 
ces points au cercle et à l'ellipse forment un faisceau harmonique.. 
Un donne nn quadrilatère plan OACB et deux séries de paraboles, les 
unes tangentes en A à AC et ayant pour diamètre OA; les autres 
tangentes en B à BC et ayant pour diamètre OB, 

On demande de trouver le lieu du point de contact M d'une parabole 
de la première série avec une parabole de la seconda; et, le triangle 
OAB restant invariable, d'indiquer dans quelle région du plan il 
faut placer le point C pour que le lieu soit une ellipse, et pour 

qu'il soit une hyperbole 

On donne dans le plan une hyperbole équilatère dont ré<|UJlinn par 
rapport à ses axes pris comme aies de coordonnées est 

(H) x'-r^'^'. 

d'un point M du plan, ayant pour coordonnées p et q, on mène les 

On demande de faire passer parles pieds de ces normales une nou- 
velle hyperbole équilatère, dont les normales en ces points soient 

concourantes, et de déterminer leur point de concours 

Trouver le lieu des points du plan tels, que les droites qui les joignent 
aui divers points d'une CDurbe/(a:, 7) =^ o fassent avec les tan- 
gentes en ces points un angle donné (pseudo- normal es) 

On donne un triangle rectangle îsoscèle OAB et l'on demande : 

1° L'équation générale des paraboles F tangentes aux trois cblé^ 
du triangle OAB; 

a" L'équation générale de l'axe de ces paraboles; 
3* L'équation et la forme du lieu des projections du point som- 
met de l'angle droit OAB sur les ases des paraboles 1' 

On considère la courbe du troisième ordre 
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Page? 

' Oii demande la condition à laquelle doivent satisfaivc les p;irii- 



soit tangente à cette conrbe; 

2° On demande le lioudes points d'où l'on peut mener » la courbe 
proposée, deux tangentes parallèles à deux diamètres conjusués de 
la courbe 



On considère toutes les paraboles tangentes à deuï droites reolan- 
gulaircs Ox et O^ et telles que ta droite PQ qui joint leurs points 
de contact P, Q avec les deux droites passe par un point fine 
donné A. 

1° On demande le lieu du point d'intersection de la normale en P 
a l'une de ces paraboles avec le diamètre do la même courbe passant 
enQ. 

a" On demande l'équation du lieu des points de rencontre de deux 
paraboles satisfaisant aos conditions proposées et dont les axes font 

un angle donné 

Étant donné un cercle de rayon /■, on demande de trouver l'enveloppe 
d'une droite qui se déplace en faisant constamment un angleft avec 

la tangente au point oii elle rencontre le cercle i 

Ëlant donnes une ellipse A et un point P dans son plan, on mène de 
ce point P des normales ï l'ellipse A et l'on considère la ooniqne B 
qui passe par le point P et les pieds des quatre normales. 
Trouver le lieu des foyers de la conique B quand l'ellipse A varie 

de manière que ses fojers restent iixes. . ■ i 

On donne trois points fixes A, B, C et nne droite fixe AN passant par 
le point A; trouver le lieu des points de contact des droites paral- 
lèles a AN, et tangentes auï coniques circonscrites au triangle ABC 
et toucliant la droite AN. 

Ce lieu est une conique; on demande le lieu des foyers de ces 

coniques quand la position de la droite AN varie i 

On donne une ellipse rapportée à ses axes 

et dans son plan un point P de coordonnées p, ç, par lequel on 
mène deux droites parallèles aux bissectrices des angles des axes. 

On considère toutes les coniques qui passent par les points d'inter- 
section de CCS droites avec l'ellipse : i" Écrire l'èqnalion générale de 
ces coniques et trouyer le lieu de leurs centres (on distinguera les 
portions du lieu correspondant à des centres d'ellipses, et celles cor- 
respondant à des centres d'hyperboles). 
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î" On prend la polaire de i'ûrigiric des coordonnées pacrapport à 
chacune des coniques et l'on abaisse du point P une perpendicu- 
laire sur cette polaire ; lieu du pied de ces perpendiculaires. 

3° Parmi les coniques considérées se trouvent deus paraboles, trou- 
ver leurs foyers pour une position donnée du point P et les lieuï 
de ces foyers quand le point P parcourt : 

i" Une des bissectrices des axes de l'ellipse donnée; 

s" La circonférence circonscrite au rectangle des ases de cette 

On donne dans un plan un point oi fisc et deux aies rectangulaires 
fixes Qw, et Oy; par le point u on fait passer deux droites rectan- 
gulaires rencontrant O a: en B et D, et O^- en A. et C. Par les points 
A et C on fait passer une parabole P tangente aux axes 0:e et Oy 
en ces points; par les points B et D, on fait passer une parabole P' 
tangente aux axes Oa; et Oj' en ces points. On fait tourner les droites 
rectangulaires A.B, CD autour du point u et l'on demande : 

1° Les équations dos paraboles P, P', de leurs axes, et de leurs 
directrices; 

3' L'équation du lieu dn point de concours des axes ot des «lirec- 

3' On prouvera que la tli^tancc des fojers e^t constante 



CHAPITRE H. 



GÉOMÉTRIE A TROIS DIMENSIONS. 



Étant donné le cercle 

U'+r' + î'-'iv-o, 

trouver l'équation des paraboloïdes passant par ce cercle et par 
l'origine des coordonnées 

On donne deux droites non situées dans un même plan ; on fait passer 
par ces droites un parabololde hyperbolique, écrire l'équalion de 
cette surface 

On donne l'équation d'un ellipsoïde rapporté à ses axes; on de- 
mande l'équalion d'un liyperboloîde ayant les mêmes axes, et tel 
que deux mÉiucs sections principales de ces surfaces aient mêmes 
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